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PENTES DES FIBRÉS VECTORIELS ADÉLIQUES SUR UN
CORPS GLOBAL
ÉRIC GAUDRON
Résumé. Dans les années 90, J.-B. Bost a développé tout un formalisme des
pentes des brés vetoriels hermitiens sur l'anneau des entiers d'un orps de
nombres. Au ours de ses reherhes, une nouvelle méthode d'approximation
diophantienne  dite méthode des pentes  a été élaborée. Cet artile propose
une généralisation de es travaux à une lasse plus large de brés vetoriels,
dits adéliques, dénis sur un orps global. Ces brés possèdent aux plaes ar-
himédiennes des normes qui ne sont plus néessairement hermitiennes. Nous
examinons également le lien ave la théorie des minima suessifs adéliques.
Pour parvenir à es résultats, nous avons reours à plusieurs onepts de géo-
métrie des espaes de Banah de dimension nie.
Abstrat. At the end of the twentieth entury, J.-B. Bost developped a
slope theory of hermitian vetor bundles over number elds. A new method of
diophantine approximation, the so-alled slope method, has emerged from his
researh. Our artile proposes a generalisation to adeli vetor bundles over
global elds. The norms at the arhimedean plaes are no longer supposed to
be hermitian. The link with adeli suessive minima is also mentioned. To get
these results, we use several onepts from the geometry of nite dimensional
Banah spaes.
Mots lefs : Fibré vetoriel adélique, degré adélique, bré de John, bré de Löwner, quotient
volumique, distane de Banah-Mazur, inégalités de pentes adéliques, minima suessifs adéliques,
pente maximale.
Date: Jeudi 1er février 2007.
2000 Mathematis Subjet Classiation. 11H06 (11G50, 11R56, 14G99).
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1. Introdution
Ce texte dérit une généralisation de la théorie des pentes des brés vetoriels
hermitiens sur l'anneau des entiers d'un orps de nombres aux brés vetoriels
adéliques sur un orps global.
Étant donné un orps de nombres k d'anneau des entiers Ok, un bré vetoriel
hermitien E sur SpecOk est la donnée d'un Ok-module projetif de type ni E
et, pour toute plae arhimédienne v de k, d'une norme ‖.‖v sur l'espae vetoriel
Ev := E ⊗k kv (kv = R ou C) qui est eulidienne si v est une plae réelle et qui est
hermitienne, invariante par onjugaison omplexe, si v est une plae omplexe. À
une telle donnée, l'on peut assoier un nombre réel appelé degré d'Arakelov (et noté
d̂egnE), qui, au signe près, mesure une  hauteur de E . Ces nombres jouent un
rle important en géométrie d'Arakelov. Ce sont les éléments primitifs à partir des-
quels se bâtissent d'autres invariants assoiés à E. Il s'agit notamment des pentes
du graphe du polygone qui délimite supérieurement l'enveloppe onvexe des ouples
de nombres réels (rgF, d̂egnF ) où F parourt les sous-brés de E. Les images de
es pentes par la fontion x 7→ e−x se omparent aux minima suessifs adéliques
de E, dénis par Bombieri & Vaaler [2℄. À l'oasion de ours de 3èmeq yle donnés
à l'Institut Henri Poinaré (Paris) en 1997 et 1999, J.-B. Bost a eetué une étude
systématique des propriétés de es nombres, élaborant ainsi une véritable théorie
des pentes. L'objetif poursuivi initialement était de reformuler sous forme plus géo-
métrique et intrinsèque la démonstration du théorème des périodes de D. Masser
& G. Wüstholz (voir [6℄). Les notes de es ours n'ont pas été publiées. Néanmoins
plusieurs fragments se trouvent dans les artiles [6,7,12,18,19,39℄. De l'artile fon-
dateur [6℄ est issue une méthode  dite méthode des pentes  destinée à prouver
des énonés de transendane et d'approximation diophantienne. Elle se rapprohe
de la méthode des déterminants d'interpolation de M. Laurent. La grande fore
de la méthode des pentes est de s'adapter naturellement à un problème de nature
géométrique. Cette aratéristique renfore la larté de l'argumentation en séparant
distintement les ontributions, tout en faisant ressortir les invariants naturels des
objets géométriques. Par exemple, elle a permis de mettre en lumière et de démon-
trer un ritère d'algébriité de feuilles formelles (voir [7℄). Nous l'avons également
utilisée pour fournir des minorations de formes linéaires de logarithmes de variétés
abéliennes prinipalement polarisées, minorations qui sont totalement expliites en
la dimension et la hauteur de Faltings de la variété (voir [16℄).
À l'usage, il arrive parfois que le adre des brés vetoriels hermitiens sur SpecOk
dans lequel s'applique la méthode des pentes s'avère trop rigide. À la suite des
travaux de S. Zhang [41℄, V. Maillot [22℄ ou bien enore de R. Rumely et al. [28℄, il
est apparu que, si l'on souhaite onstruire une  hauteur anonique  sur les yles
d'une variété projetive X munie d'un bré en droites ample M , les métriques
que l'on doit mettre sur M ne sont pas en général hermitiennes mais seulement
ontinues. Cela empêhe alors de mettre en ÷uvre la méthode des pentes telle
quelle, omme on aimerait le faire par exemple ave l'espae vetoriel des setions
globales H0(X,M).
Ces observations nous ont amené à examiner à nouveau le formalisme des pentes
pour des brés vetoriels munis d'une struture plus souple que elle des brés
vetoriels hermitiens sur SpecOk. Avant de présenter plus en détail les résultats
de et artile, je tiens à souligner que la plupart d'entre eux  preuves omprises
 proviennent des ours de J.-B. Bost mentionnés i-dessus, au moins en e qui
onerne le as hermitien.
Dorénavant, nous onsidérons un orps global k (orps de nombres ou orps de
fontions). En nous inspirant de [28℄, nous dénissons la notion de bré vetoriel
adélique sur Spec k qui généralise elle de bré hermitien sur SpecOk. Un tel objet
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est la donnée d'un k-espae vetoriel E de dimension nie n, muni d'une k-base
e et, pour haque plae v de k, d'une norme ‖.‖v sur E ⊗k Cv, invariante sous
l'ation des automorphismes ontinus de Gal(Cv/kv). On le note E = (E, (‖.‖v)v).
Si v est ultramétrique, la norme ‖.‖v doit vérier l'inégalité ultramétrique usuelle
et, sauf pour un nombre ni de v, elle est égale à la norme du sup sur E ⊗k
Cv, et espae étant identié à C
n
v au moyen de la base e. Le trait marquant
de es brés adéliques est que les normes aux plaes arhimédiennes ne sont plus
néessairement hermitiennes. La olletion des normes de E dote l'espae adélique
E ⊗k kA d'une boule unité, dont le logarithme du volume jouera le rle de degré
d'Arakelov de E (à une onstante près). Il sera appelé degré adélique de E dans
la suite. Une fois es dénitions xées, nous étudions les propriétés de e degré
vis-à-vis des opérations usuelles que l'on peut eetuer sur l'ensemble des brés
vetoriels adéliques (extension du orps de base, somme direte, et.). Puis nous
onstruisons l'analogue du  polygone anonique  à partir duquel s'obtiennent les
n pentes de E. Le reste de l'artile s'attahe alors à étudier ertaines propriétés
de es pentes, en partiulier leur omportement par transformation linéaire, .-à-d.
lorsque deux brés E et F ont leurs espaes vetoriels sous-jaent reliés par une
appliation linéaire. Cei donne naissane à plusieurs inégalités  dites inégalités
de pentes  dont l'une est au ÷ur de la méthode des pentes, évoquée au début
de ette introdution.
La plupart des résultats que nous obtenons sont basés sur le même shéma de
preuve. On ommene par s'intéresser au as hermitien, .-à-d. au as d'un bré
vetoriel adélique dont les normes aux plaes arhimédiennes sont hermitiennes. Les
démonstrations sont alors très prohes de elles déjà onnues pour les brés veto-
riels hermitiens sur SpecOk. Le passage au as général s'eetue au moyen d'une
omparaison entre une norme quelonque ‖.‖ sur Rn et une norme eulidienne, en
faisant intervenir la distane  dite de Banah-Mazur  entre (Rn, ‖.‖) et l'es-
pae eulidien usuel ℓ2n. Cette démarhe est fréquente dans l'étude de la géométrie
des espaes de Banah de dimension nie (géométrie de Minkowski). Toutefois, un
ertain nombre d'adaptations et de reformulations dans le adre adélique ont été
néessaires. Par exemple, nous dénissons les brés vetoriels adéliques de John et
Löwner assoiés à un bré vetoriel adélique E sur Spec k, qui sont des brés veto-
riels hermitiens qui enadrent au mieux E (en termes de volumes de boules unités).
Ces brés fournissent des formules exates pour le degré adélique de E. Et ela
onduit de temps en temps à des résultats plus ns, qui font intervenir le  quotient
volumique adélique  de E, qui est un nombre réel onstruit à l'aide du bré de
John de E, au lieu de la distane de Banah-Mazur adélique. Un aspet intéressant
de ette approhe est que les termes d'erreurs induits sont très bien ontrlés. Ils
sont bornés par une fontion expliite de la dimension de E et du degré de k. De
plus, ils disparaissent lorsque E est hermitien. Cei assure que les énonés établis
dans et artile sont des généralisations du as  lassique , hermitien sur SpecOk.
Pour onlure, mentionnons que la théorie des pentes sous sa forme originelle
revêt un aspet assez élémentaire à la fois en e qui onerne les énonés et les
preuves. An de préserver son aratère aessible au non-spéialiste, nous avons
rappelé quelques rudiments de théorie des adèles et de géométrie de Minkowski.
Nous ne supposons de la part du leteur auune onnaissane partiulière relative
à la théorie des pentes  lassique . Les démonstrations sont données dans leur
intégralité, fait suseptible d'entraîner çà et là des répétitions.
Remeriements. Je remerie Gaël Rémond de sa leture attentive et ritique
d'une première version de e texte et des orretions qu'il m'a suggérées. Je remerie
également le rapporteur de l'attention qu'il a prêtée à e texte en me signalant de
nombreuses erreurs et inexatitudes.
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2. Préliminaires
2.1. Adèles sur un orps global. Ce paragraphe présente quelques propriétés
bien onnues des orps globaux et il xe quelques notations, utilisées dans la suite.
Une étude systématique des orps globaux et de leurs propriétés se trouve dans les
ouvrages de C. Chevalley [13℄ et de A. Weil [40℄.
Soit k un orps global. Il y a deux as de gure selon la aratéristique de k.
➀ La aratéristique de k est nulle.
Dans e as, le orps k est un orps de nombres. On pose k0 := Q et D = [k : k0] le
degré absolu de k. On désigne par |.|v la valeur absolue sur le omplété kv (ou Cv)
de k en la plae v, normalisée de la manière suivante.
1) Si v est arhimédienne, |.|v est la valeur absolue usuelle sur R ou C.
2) Si v est ultramétrique, de aratéristique résiduelle pv, on a |pv|v = p−1v .
➁ La aratéristique de k est p > 0.
Le orps k est une extension nie de k0 := Fp(T ). On note D := [k : k0]. Une plae
v de k est néessairement ultramétrique et la plae v0 de k0 orrespondante est de
deux sortes : soit elle provient d'un polynme irrédutible π de Fp[T ], soit l'idéal
premier assoié à v0 est engendré par T
−1
. Dans e seond as la plae v0 est dite
innie, ette désignation étant bien sûr fontion du hoix de T . Sur le omplété
(k0)v0 , on onsidère la valeur absolue |.|v0 normalisée par |π|v0 = p− deg π (premier
as) ou |T |v0 = p (seond as). On prolonge alors ette valeur absolue à kv de
telle manière à e que |x|v = |x|v0 pour x ∈ (k0)v0 . Autrement dit, si N désigne
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l'appliation norme de l'extension kv | (k0)v0 , on a |x|v = |N(x)|1/nvv0 où nv est le
degré loal [kv : (k0)v0 ].
Ave es normalisations, si l'on pose nv := 1, 2, [kv : Qpv ], [kv : (k0)v0 ] selon que v
est réelle, omplexe, ultramétrique (carac k = 0 ou p respetivement), l'appliation
x ∈ kv 7→ |x|nvv est le module de Haar normalisé en la plae v et la formule du
produit s'érit alors
∀x ∈ k \ {0},
∏
v plae de k
|x|nvv = 1
(dans e produit tous les termes sauf un nombre ni valent 1). SiK est une extension
nie de k, il n'y a qu'un nombre ni de plaes w de K au-dessus d'une plae v de
k. On dispose d'un isomorphisme de K-algèbres topologiques pour les omplétés
(1) K ⊗k kv ≃
∏
w|v
Kw,
qui onduit en partiulier à l'égalité des degrés
[K : k] =
∑
w|v
[Kw : kv]
(voir le hapitre 4 de [13℄).
Soit kA l'anneau des adèles de k. En tant que groupe loalement ompat, (kA,+)
possède une mesure de Haar, unique à multipliation par un nombre réel stritement
positif près. Le plongement diagonal k →֒ kA onfère à k une struture de réseau
dans kA et l'espae ompat kA/k a une mesure de Haar nie. Plus généralement
il en est de même pour E →֒ E ⊗ kA =: EA où E est un k-espae vetoriel de
dimension nie. La mesure dite de Tamagawa est elle pour laquelle la mesure du
quotient EA/E vaut 1.
• Si k est un orps de nombres, soit µv la mesure de Haar dénie sur le omplété
kv de k en une plae v de la manière suivante :
a) Si v est réelle, µv est la mesure de Lebesgue usuelle sur R.
b) Si v est omplexe, µv s'identie au double 2dxdy de la mesure de Lebesgue
sur R2.
) Si v est ultramétrique, on pose µv(Ov) = 1 où Ov est l'anneau de valuation
de kv.
La mesure produit µ =
∏
µv est une mesure de Haar sur kA pour laquelle la mesure
de l'espae quotient kA/k (.-à-d. la mesure d'un domaine fondamental de elui-i)
égale |Dk|1/2 où Dk est le disriminant absolu de k (proposition 7 du hapitre 5
de [40℄).
• Si k est un orps de fontions, on note µ la mesure de Haar sur kA telle que
µ(
∏
vOv) = 1. On a alors µ(kA/k) = qg(k)−1 où g(k) ∈ N est le genre de k et q
désigne le ardinal du plus grand orps ni inlus dans k (orollaire 1 du hapitre 6,
ibid.).
Plus généralement, si E est un k-espae vetoriel de dimension nie, le hoix
d'une k-base de E fournit un isomorphisme E⊗kA ≃ kdimEA et une mesure de Haar
µEA sur EA. Cette mesure ne dépend pas du hoix de la base de E.
Ave es normalisations, pour toute plae v de k et tout nombre réel r ∈ |kv|v,
on a
(2) µv ({x ∈ kv ; |x|v ≤ r}) = rnvµv ({x ∈ kv ; |x|v ≤ 1}) .
Cette égalité reste valide si l'on remplae µv par une mesure de Haar quelonque
sur (kv,+). Enn, il est ommode de dénir pour un adèle a = (av)v ∈ kA la valeur
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absolue adélique de a omme le nombre réel
|a|A :=
∏
v plae de k
|av|nvv .
Si k est un orps de nombres, l'image par |· |A des idèles k×A de kA est R∗+. Si k
est un orps de fontions, l'image |k×A|A est {qn ; n ∈ Z} (voir [40℄, hap. 7,  5,
orollaire 6).
2.2. Géométrie de Minkowski. Pour omprendre les propriétés d'une norme
quelonque sur Rn, une possibilité est d'eetuer une omparaison ave la norme
de ℓpn, p ∈ [1,+∞], et, si possible, ave la norme eulidienne de ℓ2n. La géométrie
de Minkowski est l'étude des R-espaes vetoriels normés (E, ‖.‖) de dimension
nie. L'un des axes de ette étude onsiste préisément à s'intéresser à la struture
eulidienne qui se rapprohe le plus de la struture d'espae vetoriel normé de
E, en un sens que nous préiserons un peu plus loin. Dans le as d'un orps de
nombres, ette approhe s'avérera être la lef qui permet d'aborder la théorie des
brés vetoriels adéliques.
Pour érire ette synthèse, nous avons onsulté les ouvrages de G. Pisier [23℄,
R. Ryan [29℄ et A. Thompson [37℄ ainsi que les artiles [10, 26, 30℄.
Dans tout e paragraphe, E est un R-espae vetoriel de dimension n ≥ 1, muni
d'une mesure de Haar vol. L'espae vetoriel dual Ev = HomR(E,R) possède alors
une mesure de Haar partiulière vol∗, assoiée au hoix de vol, aratérisée de la
manière suivante : soit (e1, . . . , en) une base de E et le parallélotope
P := {x1e1 + · · ·+ xnen ; 0 ≤ xi ≤ 1} ·
De même, on dispose de la base duale (e∗1, . . . , e
∗
n) et du parallélotope dual P
∗
assoié. Alors vol∗ est l'unique mesure de Haar telle que
vol(P) vol∗(P∗) = 1 .
Soit C ⊆ E une partie onvexe, d'intérieur non vide, ompat et symétrique par
rapport à l'origine. Un tel ensemble est appelé orps onvexe (symétrique
∗
). La
fontion jauge
∀x ∈ E, j(x) := inf
{
λ > 0 ;
x
λ
∈ C
}
fait le lien entre une norme sur E et le orps onvexe qui est la boule unité pour
ette norme. Autrement dit, le ouple (E,C) est la donnée d'une struture normée
(E, j) sur l'espae vetoriel E. Dans la suite, nous noterons aussi ‖.‖ la norme j sur
E.
Dénition 2.1. Le polaire de C, noté C◦, est l'ensemble C◦ :=
{ϕ ∈ Ev ; |ϕ(C)| ⊆ [0, 1]}.
On vérie que C◦ est la boule unité fermée de l'espae dual (Ev, jv). Lorsque p ∈
[1,+∞], on note bpn (ou bpn,R) la boule unité fermée de l'espae de Banah ℓpn :=
(Rn, |.|p), où
(3) |(x1, . . . , xn)|p =
{
(|x1|p + · · ·+ |xn|p)1/p si p ∈ [1,+∞[,
max {|x1|, . . . , |xn|} si p = +∞.
Si p ∈]0, 1[ et n ≥ 2, ette appliation |.|p n'est plus une norme et bpn n'est plus
onvexe, mais ela reste un ensemble mesurable au sens de Lebesgue. Ainsi, pour
∗
Tous les orps onvexes onsidérés dans e texte sont symétriques et nous omettrons de le
préiser à haque fois.
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tout p > 0 et pour la mesure de Lebesgue voln sur R
n
, on a
(4) voln(b
p
n) =
(
2Γ
(
1 + 1p
))n
Γ
(
1 + np
)
où Γ(x) :=
∫ +∞
0
tx−1e−t dt (voir formule (9) un peu plus loin). De même, bpn,C
désigne la boule unité fermée pour la norme |.|p sur Cn. En identiant Cn à R2n,
la mesure de Lebesgue de bpn,C vaut
(5) vol2n
(
bpn,C
)
=
(π
2
)n
voln
(
b
p/2
n,R
)
.
À un orps onvexe C, l'on peut assoier l'invariant suivant :
Dénition 2.2. Le produit de Mahler du orps onvexeC, noté P (C), est le produit
vol(C) vol∗(C◦).
Ce nombre réel ne dépend pas du hoix de la mesure de Haar vol sur E. De
plus, il est invariant par isomorphisme : si u ∈ GL(E) alors P (u(C)) = P (C). C'est
pourquoi l'on peut omettre la référene à E dans la notation du produit de Mahler.
Théorème 2.3. Pour tout orps onvexe C, on a
P (C) ≤ P (b2n) (Blashke-Santaló)
et l'existene d'une onstante absolue c ∈ ]0,+∞[ telle que
P (C) ≥ e−cnP (b2n) (Bourgain-Milman).
La première inégalité a été établie dans [1,31℄, artiles auxquels on peut adjoindre
le texte de J. Saint-Raymond [30℄ qui omporte une preuve  élémentaire  de e
résultat et qui démontre qu'il y a égalité seulement si, dans une ertaine base de
E, le onvexe C est la boule unité eulidienne usuelle (on dit alors que C est un
ellipsoïde). La seonde inégalité, démontrée dans [10℄, est plus diile à obtenir.
Une valeur expliite pour la onstante c n'est pas onnue à l'heure atuelle. Aussi
peut-il être utile de mentionner une minoration plus faible due à K. Mahler [21℄ :
P (C) ≥ 4
n
(n!)2
,
minoration qui entraîne
∗
P (C) ≥ e−n log(en)P (b2n) .
Une preuve de la onjeture de Mahler P (C) ≥ 4n/n! permettrait d'obtenir une
onstante c expliite dans l'inégalité de Bourgain-Milman.
Ellipsoïdes de John et Löwner. Un ellipsoïde de E est un ensemble de la forme
D = {x ∈ E ; q(x) ≤ 1} où q : E → R est une forme quadratique dénie positive.
Si l'on xe une base de E qui permet d'identier E àRn, un ellipsoïde est l'image de
la boule unité eulidienne b2n par un isomorphisme de E. En partiulier, le produit
de Mahler de D est elui de b2n.
∗
Le alul qui onduit à ette minoration est basé sur la formule donnée auparavant pour le
volume de b2n ainsi que sur l'existene d'une fontion η, déroissante, positive et nulle à l'inni,
telle que
∀x > 0, Γ(1 + x) =
√
2pix
“x
e
”x
eη(x)
(voir [25℄, hap. 2,  4).
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Dénition-théorème 2.4. Étant donné un orps onvexe (symétrique) C, il existe
un unique ellipsoïde J(C), appelé ellipsoïde de John, inlus dans C et de volume
maximal. De même, il existe un unique ellipsoïde L(C), dit ellipsoïde de Löwner,
ontenant C et de volume minimal.
La seonde assertion déoule de la première par dualité : J(C)◦ = L(C◦), ar
P (J(C)) est onstant, égal à P (b2n). L'uniité est le point diile et remarquable
de et énoné. Elle entraîne les inlusions C ⊆ √nJ(C) et L(C) ⊆ √nC (e n'est
pas immédiat, voir [37℄, p. 84). En notant |.|J(C) (resp. |.|L(C)) la norme eulidienne
sur E assoiée à J(C) (resp. L(C)), ela se traduit par les inégalités
∀x ∈ E, 1√
n
|x|J(C) ≤ j(x) ≤ |x|J(C) et |x|L(C) ≤ j(x) ≤
√
n|x|L(C) .
On dispose ainsi de deux strutures eulidiennes qui enadrent la norme donnée sur
E.
Quotient volumique. Ce paragraphe emprunte beauoup au texte [26℄ de M. Ro-
galski. On note B(E, ‖.‖) la boule unité fermée de l'espae vetoriel normé (E, ‖.‖).
Dénition 2.5. Le quotient volumique
∗
de (E, ‖.‖), noté vr(E), est le nombre réel
≥ 1 déni par
vr(E) := inf
{(
vol(B(E, ‖.‖))
vol(D)
)1/n
; D ellipsoïde ⊆ B(E, ‖.‖)
}
·
La dénition même de l'ellipsoïde John entraîne
vr(E) =
(
vol(B(E, ‖.‖))
vol(J(B(E, ‖.‖)))
)1/n
,
et l'inlusion C ⊆ √nJ(C) donne alors vr(E) ≤ √n. Dans ette inégalité, la fontion
n 7→ √n ne peut pas être remplaée par une fontion f telle que f(n)/√n −→
n→+∞
0.
En revanhe, on peut montrer que vr(E) ≤ δ√n où δ ∈]0, 1[ est expliite (par
exemple δ = 0, 95). M. Rogalski a alulé le quotient volumique de ℓpn :
vr(ℓpn) = Φp(n)n
max{0,( 12− 1p )}
√
2
π
Γ
(
1 +
1
p
)
e
1
p−
1
2 p
1
p
où Φp(n) ∈ [1/3, 2] et Φp(n) −→
n→+∞
1.
Nous aurons également besoin de la variante ave l'ellipsoïde de Löwner.
Dénition 2.6. On note v˜r(E) le nombre réel ≥ 1 déni par
v˜r(E) := sup
{(
vol(D)
vol(B(E, ‖.‖))
)1/n
; B(E, ‖.‖) ⊆ D ellipsoïde
}
·
On a don
v˜r(E) =
(
vol(L(B(E, ‖.‖)))
vol(B(E, ‖.‖))
)1/n
et v˜r(E) ≤ √n .
∗
Volume ratio en anglais.
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Distane de Banah-Mazur.
Dénition 2.7. Étant donné deux orps onvexes C1 et C2 de E, la distane
d(C1, C2) entre es deux ensembles est
d(C1, C2) := inf {ab ; a > 0, b > 0, C1 ⊆ aC2 et C2 ⊆ bC1} ·
La distane  dite de Banah-Mazur  entre les espaes de Banah E1 = (E,C1)
et E2 = (E,C2) est
d(E1, E2) := inf {d(C1, u(C2)) ; u ∈ GL(E)} ·
Plus généralement, la distane de Banah-Mazur entre deux espaes de Banah E
et F de même dimension (nie) est d(E,ϕ(F )) où ϕ : F → E est un isomorphisme
quelonque entre F et E.
Cette dernière quantité ne dépend pas du hoix de ϕ. La terminologie  distane 
se justie par l'inégalité d(E1, E3) ≤ d(E1, E2)d(E2, E3) où E1, E2, E3 sont des
espaes vetoriels normés de même dimension. La distane qui nous intéressera
le plus dans la suite est elle entre (E, ‖.‖) et ℓ2n. Par dénition même de ette
distane, pour tout ε > 0, il existe une norme eulidienne |.|ε sur E telle que, pour
tout x ∈ E, on ait
(6) ∀x ∈ E, |x|ε ≤ ‖x‖ ≤ d(E, ℓ2n)(1 + ε)|x|ε .
On vérie alors l'enadrement
(7) 1 ≤ vr(E) vr(Ev) ≤ d(E, ℓ2n) ≤
√
n ,
sans qu'il y ait égalité en général. En réalité l'on peut même exhiber une suite
d'espaes normés En de dimension n telle que
d(En, ℓ
2
n)/ vr(En) −→n→+∞ +∞ .
On a aussi 1 ≤ v˜r(E)v˜r(Ev) ≤ d(E, ℓ2n).
Somme direte. Soit E,F deux espaes vetoriels normés de dimensions respetives
n et m. Soit ς une norme symétrique sur R2, invariante par hangement de signes
sur les oordonnées, telle que ς(1, 0) = ς(0, 1) = 1. On munit la somme direte
E⊕F de la norme ‖(x, y)‖E⊕ςF := ς(‖x‖E , ‖y‖F ). L'espae vetoriel normé obtenu
sera noté E ⊕ς F . On vérie
(8) ∀x ∈ E, ∀y ∈ F, max {‖x‖E, ‖y‖F} ≤ ‖(x, y)‖E⊕ςF ≤ ‖x‖E + ‖y‖F .
Proposition 2.8. Ave les données i-dessus, soit volE ( resp. volF ) une mesure
de Haar sur E ( resp. F ). On dispose de la mesure produit volE⊕F := volE ⊗ volF
sur E ⊕ F ≃ E × F . On a alors(
n+m
n
)−1
≤ volE⊕F (B(E ⊕ F, ‖.‖E⊕ςF ))
volE(B(E, ‖.‖E)) volF (B(F, ‖.‖F )) ≤ 1 .
Démonstration. L'inégalité de droite est une simple onséquene de l'inlusion
B(E ⊕ F, ‖.‖E⊕ςF ) ⊆ B(E, ‖.‖E)×B(F, ‖.‖F ),
qui résulte de la majoration max{‖x‖E, ‖y‖F} ≤ ‖(x, y)‖E⊕ςF . L'autre inégalité
repose sur la formule intégrale
(9) ∀p > 0, volE(B(E, ‖.‖E))× Γ
(
1 +
n
p
)
=
∫
E
e−‖x‖
p
E d(volE)(x),
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qui s'obtient grâe au théorème de Fubini en intégrant (e−tdt) ⊗ d(volE) sur l'en-
semble {(t, x) ; t ≥ ‖x‖pE} ⊆ R× E. On applique ette formule à E ⊕ς F et p = 1.
De la majoration ‖(x, y)‖E⊕ςF ≤ ‖x‖E + ‖y‖F déoule l'inégalité
volE⊕F (B(E ⊕ F, ‖.‖E⊕ςF ))(n+m)! ≥
∫
E⊕F
e−‖x‖E−‖y‖F d(volE⊕F )(x, y),
et la dernière intégrale vaut exatement (volE(B(E, ‖.‖E))n!)(volF (B(F, ‖.‖F ))m!).
Cei onlut la démonstration. 
Remarque 2.9. Si ς(α, β) = (|α|p+ |β|p)1/p, p ≥ 1, la formule intégrale (9) fournit
l'égalité
(10)
volE⊕F (B(E ⊕ F, ‖.‖E⊕ςF ))
volE(B(E, ‖.‖E)) volF (B(F, ‖.‖F )) =
Γ
(
1 + np
)
Γ
(
1 + mp
)
Γ
(
1 + n+mp
) ·
Autrement dit, le quotient des volumes ne dépend que des dimensions de E et de
F .
Normes tensorielles. Sur le produit tensoriel de deux espaes vetoriels normés de
dimension nie oexistent de nombreuse normes, que l'on peut obtenir de manière
 naturelle  à partir des normes sur les espaes de départ. Les onditions minimales
que nous exigerons pour une telle norme sur le produit tensoriel sont les suivantes.
Dénition 2.10. Soit ℓ un entier ≥ 1. Une norme tensorielle∗ d'ordre ℓ est la
donnée pour tous espaes de Banah (Ei, ‖.‖Ei)1≤i≤ℓ (sur R ou C) de dimension
nie d'une norme α(·;E1, . . . , Eℓ) sur le produit tensoriel E1 ⊗ · · · ⊗ Eℓ telle que :
(i) pour tout i ∈ {1, . . . , ℓ}, pour tout ei ∈ Ei, on a
α(e1 ⊗ · · · ⊗ eℓ;E1, . . . , Eℓ) ≤
ℓ∏
i=1
‖ei‖Ei ,
(ii) la famille α = (α(·;E1, . . . , Eℓ))(E1,...,Eℓ) doit vérier : Pour tout i ∈
{1, . . . , ℓ}, pour tous espaes normés Ei et Fi de dimension nie et toutes
appliations linéaires ui : Ei → Fi, la norme d'opérateur de u1 ⊗ · · · ⊗ uℓ :
E1 ⊗ · · · ⊗ Eℓ → F1 ⊗ · · · ⊗ Fℓ est plus petite que le produit des normes
d'opérateur
∏ℓ
i=1 ‖ui‖.
Une norme tensorielle hermitienne est une norme tensorielle qui restreinte aux
espaes hermitiens est la norme hermitienne usuelle
†
sur le produit tensoriel. Nous
noterons E1 ⊗α · · · ⊗α Eℓ ou ⊗ℓα,i=1Ei l'espae vetoriel E1 ⊗ · · · ⊗ Eℓ =: ⊗ℓi=1Ei
muni de la norme α(·;E1, . . . , Eℓ).
On montre aisément que si les onditions (i) et (ii) i-dessus sont réalisées alors
il y a égalité : α(e1 ⊗ · · · ⊗ eℓ) =
∏ℓ
i=1 ‖ei‖Ei et ‖u1 ⊗ · · · ⊗ uℓ‖ =
∏ℓ
i=1 ‖ui‖.
Exemples 2.11. Normes de Chevet-Saphard (d'ordre 2). Soit (E, ‖.‖E) et (F, ‖.‖F )
deux espaes vetoriels normés de dimension nie. Soit ℓ ∈ N\{0}. Soit p ∈ [1,+∞]
et p′ son onjugué, .-à-d. 1/p+ 1/p′ = 1. Si (e1, . . . , eℓ) ∈ Eℓ, on note
‖(e1, . . . , eℓ)‖p :=

(∑ℓ
i=1 ‖ei‖pE
)1/p
si 1 ≤ p <∞,
max1≤i≤ℓ {‖ei‖E} si p = +∞.
∗
(Finitely generated) uniform rossnorm, selon la terminologie de Shatten (voir [29℄, hap. 6).
†
Autrement dit, si E et F sont hermitiens, munis de bases orthonormées (e1, . . . , en) et
(f1, . . . , fm) respetivement, et si x =
P
i,j xi,jei ⊗ fj ∈ E ⊗ F alors α(x;E,F )2 =
P
i,j |xi,j |2.
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De même, si (f1, . . . , fℓ) ∈ F ℓ, on pose
‖(f1, . . . , fℓ)‖wp := sup
{∥∥∥∥∥
ℓ∑
i=1
λifi
∥∥∥∥∥
F
; (λ1, . . . , λℓ) ∈ bpℓ
}
(le w est l'initiale de weak). Alors la norme à gauhe de Chevet-Saphard, notée gp
ou gp(·;E,F ), est la norme sur E ⊗ F dénie par : pour tout x ∈ E ⊗ F ,
gp(x;E,F ) := inf
{
‖(e1, . . . , eℓ)‖p‖(f1, . . . , fℓ)‖wp′ ; x =
ℓ∑
i=1
ei ⊗ fi
}
·
Cela dénit une norme tensorielle d'ordre 2 (voir [29℄) et, pour p = 2, la norme g2
est une norme tensorielle hermitienne au sens i-dessus.
Cet exemple et une simple réurrene permettent de onstruire des normes ten-
sorielles (éventuellement hermitiennes) d'ordre quelonque.
L'observation suivante, bien que très simple, sera d'un usage onstant dans la
suite (le orps de base est R ou C).
Proposition 2.12. Soit ℓ ∈ N \ {0} et α une norme tensorielle d'ordre ℓ . Pour
tout i ∈ {1, . . . , ℓ}, soit E′i ⊆ Ei des espaes vetoriels de dimension nie. Soit |.|E′i
et |.|Ei deux normes sur E′i et Ei respetivement. Supposons que, pour tout ei ∈ E′i,
on a |ei|Ei ≤ |ei|E′i . Alors, pour tout e ∈ ⊗ℓi=1E′i, on a
α(e; (E1, |.|E1), . . . , (Eℓ, |.|Eℓ)) ≤ α(e; (E′1, |.|E′1), . . . , (E′ℓ, |.|E′ℓ)) .
Démonstration. Il s'agit de la ondition (iii) aratérisant la norme tensorielle α,
appliquée aux morphismes d'inlusion x 7→ x de (E′i, |.|E′i) dans (Ei, |.|Ei) pour tout
i ∈ {1, . . . , ℓ}. 
Remarques 2.13. a) Le leteur peu aoutumé prendra garde aux nom-
breuses hausse-trapes des normes tensorielles. Pour α d'ordre 2, la loi
interne (E,F ) 7→ E ⊗α F sur l'ensemble des espaes normés de dimension
nie n'est en général ni assoiative ni ommutative. De plus, si F est un
sous-espae vetoriel de E, la norme α(·;F, F ) sur F ⊗ F n'est en général
pas la restrition de la norme α(·;E,E) à F ⊗ F (.-à-d. F ⊗α F n'est pas
un sous-Banah de E ⊗α E). Il en est de même pour un quotient E ։ G
ou pour la dualité : la norme sur (Ev ⊗α F v)v n'est en général pas égale à
α(·;E,F ).
b) Dans la suite, nous demanderons souvent aux normes tensorielles d'être
hermitiennes. Au delà de la norme g2 de l'exemple 2.11, il existe en réalité
une innité de telles normes tensorielles, non équivalentes entre elles, omme
l'arme un résultat de Shatten & Puhl (voir [14℄, p. 357).
Cas d'un espae vetoriel omplexe. Dans e paragraphe, E est un C-espae ve-
toriel de dimension n ≥ 1. Soit C ⊆ E un sous-ensemble onvexe et ompat,
d'intérieur non vide. An que la jauge dénisse une norme sur E (en partiulier
pour que la relation j(eiθx) = j(x) soit vériée pour tous θ ∈ R et x ∈ E), on
suppose
(11) ∀θ ∈ R, eiθ·C = C .
Notons ER le R-espae vetoriel sous-jaent à E et CR le sous-ensemble de ER
induit par C. Aux objets ER et CR l'on peut appliquer les résultats préédents
et, en partiulier, l'on dispose des ellipsoïdes de John et Löwner assoiés à CR.
Les normes eulidiennes sur ER données par es ellipsoïdes dénissent des normes
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hermitiennes sur E. En eet l'hypothèse (11), l'uniité de es ellipsoïdes et la
onservation des volumes par les appliations
x = x1 + ix2 ∈ ER 7→ eiθ · x = x1 cos θ − x2 sin θ + i(x1 sin θ + x2 cos θ) ∈ ER
où θ ∈ R, entraînent
eiθ · J(CR) = J(CR) et eiθ · L(CR) = L(CR) .
Ainsi J(CR) et L(CR) dénissent des ellipsoïdes omplexes de E, .-à-d. égaux à la
boule unité fermée b2n,C de l'espae hermitien usuel (C
n, |.|2), après le hoix d'une
base onvenable de E. Comme dans le as réel, on les note plus simplement J(C) et
L(C). L'hypothèse (11) assure en réalité que tout se passe omme si l'on raisonnait
dans ER ≃ R2n. Le quotient volumique d'un C-espae vetoriel normé (E, ‖.‖) est
déni par la formule
vr(E) = inf
{(
vol(B(E, ‖.‖))
vol(D)
) 1
2n
; D ellipsoïde omplexe ⊆ E
}
où vol est une mesure de Haar sur E. Comme dans le as réel, ette quantité est
atteinte pour l'ellipsoïde de John J(C). De même la dénition de la distane de
Banah-Mazur s'étend au as omplexe. Et l'on dispose de l'enadrement
(12) 1 ≤ vr(E) vr(Ev) ≤ d(E, ℓ2n,C) ≤
√
2n =
√
dimRE .
3. Fibré vetoriel adélique
Suivant en partie R. Rumely et al. [28℄, nous dénissons ii une notion de bré
vetoriel adélique sur Spec k, qui généralise elle de bré vetoriel hermitien sur
SpecOk, qui est à la base même de la géométrie d'Arakelov.
Soit k un orps global et v une plae de k. On note Cv la omplétion d'une
lture algébrique de kv. Si K est une extension nie de k et w une plae de K au-
dessus de v, on a un isomorphisme topologique de orps valués Cw ≃ Cv. Soit E un
k-espae vetoriel. Une norme sur E⊗kCv est une appliation ‖.‖v : E⊗Cv → R+
qui satisfait aux trois onditions :
(i) ∀x ∈ E ⊗Cv, ‖x‖v = 0 ⇐⇒ x = 0.
(ii) ∀x ∈ E ⊗Cv, ∀λ ∈ Cv, ‖λx‖v = |λ|v· ‖x‖v.
(iii) ∀x, y ∈ E ⊗Cv, ‖x+ y‖v ≤ ‖x‖v + ‖y‖v.
Dénition 3.1. Un bré vetoriel adélique E = (E, (‖.‖v)v) sur Spec k est la
donnée d'un k-espae vetoriel E de dimension nie n et d'une famille de normes
‖.‖v sur E ⊗k Cv, aux plaes v de k, soumise aux ontraintes suivantes :
1) Il existe une k-base (e1, . . . , en) de E telle que, pour toute plae v ultra-
métrique en dehors d'un nombre ni, la norme sur E ⊗k Cv est donnée
par
(13)
∥∥∥∥∥
n∑
i=1
xiei
∥∥∥∥∥
v
= max
1≤i≤n
{|xi|v} ·
2) Soit Gal(Cv|kv) l'ensemble des automorphismes ontinus qui laissent
invariants les éléments de kv. Alors ‖.‖v est invariante sous l'ation
de Gal(Cv|kv) : étant donné une kv-base (α1, . . . , αn) de E ⊗k kv et
(x1, . . . , xn) ∈ Cnv , σ ∈ Gal(Cv|kv), on a
‖σ(x1)α1 + . . .+ σ(xn)αn‖v = ‖x1α1 + · · ·+ xnαn‖v .
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3) Si v est ultramétrique alors
∀x, y ∈ E ⊗k Cv, ‖x+ y‖v ≤ max {‖x‖v, ‖y‖v}
(ultra-norme selon la terminologie de Bourbaki).
Un bré en droites adélique est un bré vetoriel adélique de dimension 1. Un bré
adélique hermitien est un bré vetoriel adélique dont toutes les normes aux plaes
arhimédiennes de k sont hermitiennes. Par extension, nous parlerons enore de
bré adélique hermitien lorsque k est un orps de fontions.
Cette dénition appelle quelques ommentaires. Tout d'abord, rappelons qu'un bré
vetoriel hermitien sur SpecOk (k orps de nombres néessairement) est la donnée
d'un Ok-module projetif de type ni E et de normes ‖.‖v eulidiennes (resp. her-
mitiennes) aux plaes arhimédiennes réelles (resp. omplexes) de k sur les espaes
E ⊗Ok kv. De plus, si v est omplexe, la norme ‖.‖v est supposée invariante par
onjugaison omplexe. Cette hypothèse supplémentaire orrespond exatement à la
ondition 2) i-dessus. La ohérene ave la notion de bré vetoriel adélique sur
Spec k est assurée grâe aux deux observations suivantes. D'une part, le module E
fournit naturellement une struture entière de E = E ⊗ k au sens où la norme en
une plae ultramétrique v de k que l'on hoisit sur E ⊗k Cv est donnée par
(14) ∀x ∈ E ⊗k Cv, ‖x‖E,v := inf
{
|a|v; a ∈ Cv, x ∈ a.
(
E ⊗Ok Ôv
)}
où l'anneau Ôv est l'anneau de valuation de Cv (.-à-d. sa boule unité fermée).
En onsidérant une famille génératrie minimale de E sur Ok, on vérie que ette
norme satisfait à la formule (13), et en partiulier elle est invariante sous l'ation de
Gal(Cv/kv). D'autre part, une métrique eulidienne sur E⊗ kv (v réelle) se prolonge
naturellement et de manière unique en une métrique hermitienne sur E ⊗Cv, ar
une telle métrique est déterminée par une matrie réelle symétrique dénie positive,
unique à onjugaison près par les éléments du groupe orthogonal On(R). Ce dernier
point est remarquable. L'uniité du prolongement n'est plus vraie en général lorsque
E⊗kv est muni d'une norme quelonque. Il n'existe pas de proédé  anonique  qui
permette d'étendre une norme ‖.‖ sur une espae vetoriel réel E⊗R au omplexié
E ⊗ C ≃ E ⊗ R ⊕ iE ⊗ R. Considérons par exemple un élément p ∈ [1,+∞] et
posons, pour a = a1 + ia2 ∈ E ⊗C,
‖a‖ep :=
{
2min{ 12− 1p ,0} (‖a1‖p + ‖a2‖p)1/p si p < +∞,
max {‖a1‖, ‖a2‖} si p = +∞.
La fontion a 7→ ‖a‖ep ne dénit pas en général une norme ar ‖λa‖ep peut être
diérent de |λ|· ‖a‖ep pour λ ∈ C. En revanhe, si l'on dénit
‖a‖#p := sup
{
‖eiθa‖ep; θ ∈ [0, 2π]
}
,
on vérie alors que ‖.‖#p est une norme sur E ⊗ C, invariante par onjugaison
omplexe et égale à ‖.‖ sur E ⊗ R (∗). Si p = 2 et si ‖.‖ est eulidienne alors
‖.‖#2 est la norme hermitienne qui prolonge ‖.‖ à E ⊗C (voir l'exemple 1.3, p. 16,
de [28℄). Cette observation  absene d'un prolongement naturel  est la raison
essentielle qui justie que les normes assoiées à un bré vetoriel adélique soient
dénies sur E ⊗Cv (ou E ⊗ kv, e qui revient au même quitte à prolonger ensuite
par ontinuité, de manière unique, à E ⊗ Cv). Il est alors possible d'opérer une
extension des salaires en onsidérant une extension nie K|k et le bré vetoriel
adélique EK dont l'espae sous-jaent est E ⊗K, ave les mêmes normes que E.
∗
Cette dernière propriété est la raison pour laquelle le fateur de normalisation 2
min
n
1
2
− 1
p
,0
o
apparaît dans la dénition de ‖a‖#p , e fateur étant égal à inf
0≤θ≤2pi
{(cos θ)p + (sin θ)p}−1/p.
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Par ailleurs, la première ondition dans la dénition 3.1, si elle est remplie, est
alors vraie pour toute k-base de E, quitte éventuellement à aroître le nombre de
plaes v qui ne onviennent pas. En réalité, si l'on xe une k-base (e1, . . . , en) de
E, il existe une matrie d'adèles nis (cv)v ∈ GLn(kA,f ) telle que, pour toute plae
ultramétrique v de k, on a
(15) ∀x ∈ Cnv , ‖x1e1 + · · ·+ xnen‖v = max
1≤i≤n
{|(cv.x)i|v}
où (cv.x)i désigne la i
ème
oordonnée du veteur cv.x. En eet, d'après la propo-
sition 3 du hapitre II, p. 26, de [40℄, et étant donné une plae ultramétrique v, il
existe une kv-base (α1, . . . , αn) de E ⊗ kv telle que
(16) ∀x ∈ knv , ‖x1α1 + · · ·+ xnαn‖v = max
1≤i≤n
{|xi|v} ·
Autrement dit, il existe cv ∈ GLn(kv) tel que la relation (15) soit satisfaite pour
tout x ∈ knv . La matrie cv est la matrie identité pour presque tout v. Pour obtenir
l'égalité (15) ave x ∈ Cnv , on observe que si Kw est une extension nie de kv, il
existe une matrie cw ∈ GLn(Kw) telle que
(17) ∀x ∈ Knw, ‖x1e1 + · · ·+ xnen‖v = max
1≤i≤n
{|(cw.x)i|v} ·
En se restreignant à x ∈ knv et en hoisissant les veteurs de la base anonique de
knv , on onstate que cwc
−1
v ∈ GLn(Ow) (Ow est l'anneau de valuation de Kw) et
l'égalité (17) reste vraie en remplaçant cw par cv. Elle est don valide pour x ∈ knv
et, par ontinuité, pour x ∈ Cnv .
Si, omme nous l'avons vu plus haut, un bré vetoriel hermitien E sur SpecOk
fournit une struture entière pour E = E ⊗ k, la réiproque est également vraie. Si
l'on se donne un bré vetoriel adélique E sur Spec k, l'ensemble
E := {x ∈ E ; ∀v ∤∞, ‖x‖E,v ≤ 1}
est une struture entière pour E. Dans ette ériture, si k est un orps de fontions,
les plaes v exlues sont elles qui sont au-dessus de la plae ∞ de Fp[T ] dénie
dans les préliminaires. Notons Ok := {x ∈ k ; ∀v ∤∞, |x|v ≤ 1} l'anneau des entiers
de k. Cet ensemble est aussi la fermeture intégrale de l'anneau
Ok0 :=
{
Z si k est un orps de nombres
Fp[T ] si k est un orps de fontions
(voir [8℄, hap. VI,  3, orollaire 3), et à e titre il est de Dedekind. L'ensemble
E est un module sans torsion sur Ok. Vu la aratérisation (15) des normes de E
aux plaes ultramétriques, il existe un élément N ∈ Ok0 \ {0} tel que NE ⊆ E ,
e qui entraîne que E est de type ni. Cela montre que E est projetif de type ni
(voir [20℄, hap. 1,  9) et on vérie que, pour toute plae v de k, qui ne domine
pas la plae ∞, la norme sur E ⊗k Cv induite par E au moyen de la formule (14)
est égale à la norme ‖.‖E,v de départ.
Enn, signalons que ertains auteurs aordent (ou aorderaient) aux normes
‖.‖v de n'être que des semi-normes. Ii ela semble a priori exlu en partie à ause
des résultats du paragraphe préédent dans les espaes normés dont nous aurons
besoin.
3.1. Exemples de brés vetoriels adéliques. L'exemple le plus simple est
elui de l'espae k lui-même, qui, muni des diérentes valeurs absolues |.|v, possède
une struture de bré vetoriel adélique (dite  triviale ). D'autres exemples sont
les brés vetoriels adéliques que l'on va noter (kn, |.|p) ave p ∈ [1,+∞], dont la
struture entière est donnée par la base anonique de kn et où, en une plae v
arhimédienne, la norme |.|p est elle dénie par la formule (3). L'on pourrait bien
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sûr panaher plusieurs normes de e type aux diérentes plaes arhimédiennes
ou hanger la struture entière en hoisissant une autre base de kn. Mais au-delà
de es exemples et à l'instar des brés vetoriels hermitiens sur SpecOk, il existe
d'autres exemples provenant de la géométrie algébrique, obtenus en onsidérant
l'espae des setions globales d'un bré en droites métrisé adéliquement sur une
variété projetive au-dessus de k (voir  8).
3.2. Lien ave la notion de onvexe adélique. Étant donné une plae ultra-
métrique v de k, une partie Cv de E ⊗ kv est appelé kv-réseau si Cv est un Ov-
sous-module de E ⊗ kv, à la fois ouvert et ompat. Fixons une k-base de E qui
permet d'identier E à kn. Dans toute la suite, nous supposons que le kv-réseau Cv
s'identie à Onv , pour toute plae v en dehors d'un nombre ni. Si v est une plae
arhimédienne de k, soit Cv un sous-ensemble onvexe de E ⊗ kv, d'intérieur non
vide, ompat et symétrique par rapport à l'origine. L'origine est un point intérieur
de Cv. Si v est une plae omplexe, on suppose de plus que
(18) ∀θ ∈ R, eiθ.Cv = Cv .
Dénition 3.2. Un onvexe adélique est un sous-ensemble C de EA = E ⊗ kA de
la forme
∏
v Cv, où les ensembles Cv vérient les hypothèses i-dessus.
Si E est un bré vetoriel adélique sur Spec k, la boule unité fermée de E
B(E) = {(xv)v ∈ EA ; ∀ v, ‖xv‖v ≤ 1}
est un onvexe adélique. En eet, l'ensemble Cv = {xv ∈ E ⊗ kv ; ‖xv‖v ≤ 1}
onvient dans tous les as et la ondition 1) de la dénition 3.1 assure que Cv ≃ Onv
pour presque tout v. On a également une réiproque :
Proposition 3.3. Tout onvexe adélique sur k est la boule unité fermée d'un bré
vetoriel adélique sur Spec k, non néessairement unique.
Démonstration. Si v est une plae arhimédienne, l'on sait que la donnée d'un
ensemble onvexe Cv omme i-dessus équivaut à la donnée d'une norme sur E ⊗
kv dont Cv est la boule unité orrespondante, norme donnée expliitement par
l'appliation jauge jv : E ⊗ kv → R+ :
jv(x) = inf {λ > 0 ; x
λ
∈ Cv}·
La norme ainsi onstruite se prolonge à E ⊗Cv (sans que le prolongement ne soit
unique). Comme nous l'avons déjà mentionné, l'hypothèse (18) intervient dans le
as omplexe pour assurer l'égalité jv(ax) = |a|jv(x) pour tous a ∈ C et x ∈ E⊗vC.
Si v est une plae ultramétrique, soit πv une uniformisante de Ov (.-à-d. un
générateur de l'idéal maximal prinipal de Ov). Et, omme dans le as préédent,
onsidérons pour x ∈ E ⊗ kv le nombre réel
jv(x) = inf
{
λ = |πv|hv ; h ∈ Z et
x
πhv
∈ Cv
}
·
Ce nombre est bien déni ar Cv est ouvert et la borne inférieure est un minimum
ar Cv est ompat. On vérie alors que jv dénit une norme ultramétrique sur
E ⊗ kv dont Cv est la boule unité fermée. Comme nous l'avons vu plus haut,
ette norme s'étend à Cnv via le hoix d'une matrie cv ∈ GLn(kv) onvenable.
L'hypothèse Cv ≃ Onv permet de prendre cv égal à la matrie identité pour presque
tout v. La olletion des normes (jv)v, prolongées aux espaes E ⊗Cv, fournit la
struture adélique reherhée. 
Remarque 3.4. Si E est une droite, il n'y a plus d'ambiguïté selon que l'on
regarde E ⊗ kv ou E ⊗Cv (v arhimédienne) ; les métriques aux éventuelles plaes
arhimédiennes de k sont alors automatiquement hermitiennes.
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Il arrive souvent que les normes aux plaes ultramétriques proviennent toutes
d'une même base (e1, . . . , en) de E, omme dans la formule (13) de la dénition 3.1.
Cette base fournit la struture entière du bré vetoriel adélique E. LorsqueE = kn,
la base anonique donne une struture entière naturelle, utilisée par défaut dans la
suite.
3.3. Opérations algébriques sur l'ensemble des brés vetoriels adéliques.
Soit E,F des brés vetoriels adéliques sur Spec k de dimensions respetives n et
m.
Sous-bré et quotient. Nous dirons que F est un sous-bré de E, et nous érirons
F ⊆ E, si F ⊆ E, et si, en haque plae v, la norme ‖.‖F,v est la restrition de ‖.‖E,v
à F ⊗k Cv. De même, si F ⊆ E alors le quotient E/F est muni d'une struture de
bré vetoriel adélique sur Spec k en onsidérant les normes quotient.
Somme direte. Il n'existe pas de norme plus naturelle qu'une autre sur la somme
direte (ou le produit) d'espaes vetoriels normés. An d'assurer la ompatibilité
ave la somme direte hermitienne de brés vetoriels hermitiens, la norme, par
défaut, que nous hoisirons sur E ⊕ F est, pour tous x ∈ E ⊗Cv, y ∈ F ⊗Cv,
‖(x, y)‖E⊕F,v :=
{
max {‖x‖E,v, ‖y‖F,v} si v est ultramétrique,(‖x‖2E,v + ‖y‖2F,v)1/2 si v est arhimédienne.
Nous noterons E ⊕2 F ou, plus simplement, E ⊕ F , le bré vetoriel adélique ob-
tenu de la sorte. Si l'on remplae la norme |.|2 par la norme |.|p, p ∈ [1,+∞], nous
noterons E⊕pF le bré vetoriel adélique que l'on obtient. Il peut être utile parfois
d'avoir (enore) un peu plus de souplesse dans le hoix des normes. Étant donné une
plae arhimédienne v de k, onsidérons ςv une norme symétrique surR
2
, invariante
par hangement de signes sur les oordonnées, telle que ςv(1, 0) = ςv(0, 1) = 1. Po-
sons ς := (ςv)v|∞. Le bré vetoriel adélique E⊕ςF est par dénition l'espae E⊕F
muni, aux plaes arhimédiennes, des normes ‖(x, y)‖E⊕ςF,v := ςv(‖x‖E,v, ‖y‖F,v).
Les normes aux plaes ultramétriques sont les mêmes que préédemment.
Remarque 3.5. Ces opérations préservent la struture hermitienne quand les ob-
jets de départ en sont pourvus.
Dual et norme d'opérateur. Le bré vetoriel dual E
v
est l'espae dual Ev =
Homk(E, k), muni des normes duales usuelles :
∀ϕ ∈ (E ⊗Cv)v, ‖ϕ‖Ev,v := sup
{ |ϕ(x)|v
‖x‖E,v ; x ∈ E ⊗Cv, x 6= 0
}
·
Plus généralement, l'espae Homk(E,F ) des appliations linéaires entre E et F est
muni aux diérentes plaes v des normes d'opérateurs usuelles, obtenues en rempla-
çant |ϕ(x)|v par ‖ϕ(x)‖F,v dans l'expression i-dessus. D'une manière alternative,
on a, pour tout ϕ ∈ Homk(E,F )⊗Cv,
‖ϕ‖Hom(E,F ),v = sup {yv(ϕ(x)) ; ‖yv‖F v,v = ‖x‖E,v = 1} ·
Remarque 3.6. Le bidual (Ev)v est isomorphe isométriquement à E et l'on dispose
de la formule (vraie pour toute plae v de k)
(19) ∀x ∈ E ⊗k Cv, ‖x‖E,v = sup
‖ϕ‖Ev,v≤1
|ϕ(x)|v .
Dans le as arhimédien, il s'agit d'un résultat lassique de la théorie des espaes
vetoriels normés de dimension nie (voir [9℄, hap. IV,  2.4). Dans le as ultramé-
trique, l'égalité (19) peut se démontrer au moyen de la base (α1, . . . , αn) de E⊗Cv
donnant la formule (16).
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Produit tensoriel. La norme d'opérateur onfère au produit tensoriel E ⊗k F une
struture de bré vetoriel adélique via l'isomorphisme E ⊗k F ≃ Homk(Ev, F ).
Malheureusement, la norme tensorielle ainsi bâtie sur E ⊗k F ne donne pas en
général une struture hermitienne à E⊗kF lorsque E et F sont des brés vetoriels
hermitiens (sauf si E ou F est une droite, ou si k est un orps de fontions).
Dénition 3.7. Soit ℓ ∈ N \ {0}. Une norme tensorielle adélique d'ordre ℓ sur k
(orps global) est la donnée d'une famille α = (αv)v indexée par les plaes v de k
telle que :
1) Si v est arhimédienne, αv est une norme tensorielle d'ordre ℓ (au sens de
la dénition 2.10).
2) Si v est ultramétrique alors αv est la norme tensorielle ultramétrique dé-
nie de la manière suivante : pour tout i ∈ {1, . . . , ℓ}, pour tout Cv-
espae vetoriel ultra-normé (Ei, ‖.‖Ei) de dimension nie ni, la norme
αv(·;E1, . . . , Eℓ) sur ⊗ℓi=1Ei est l'ultra-norme dénie par réurrene sur
ℓ : αv(·;E1) = ‖.‖E1 et αv(·;E1, . . . , Eℓ) s'identie à la norme d'opérateur
des appliations linéaires entre l'espae normé dual (Ev1, ‖.‖Ev1) et l'espae
normé (E2 ⊗ · · · ⊗ Eℓ, αv(·;E2, . . . , Eℓ)).
Une norme tensorielle (adélique) hermitienne est la donnée d'une norme tensorielle
adélique α = (αv)v telle que, pour toute plae arhimédienne v de k, la norme
tensorielle αv est hermitienne au sens de la dénition 2.10.
Étant donné des brés vetoriels adéliques E1, . . . , Eℓ sur Spec k, on no-
tera α(·;E1, . . . , Eℓ) la olletion des normes αv(·; (E1 ⊗k Cv, ‖.‖E1,v), . . . , (Eℓ ⊗k
Cv, ‖.‖Eℓ,v)) sur E1 ⊗k · · · ⊗k Eℓ ⊗k Cv, lorsque v varie parmi les plaes de k. La
dénition 3.7 assure que si α est une norme tensorielle adélique, alors le ouple
⊗ℓα,i=1Ei := (E1 ⊗k · · · ⊗k Eℓ, α(·;E1, . . . , Eℓ))
est un bré vetoriel adélique sur Spec k (lorsque tous les Ei sont égaux à E, on
notera aussi E
⊗αℓ
:= ⊗ℓα,i=1E). Et, de plus, si tous les Ei et α sont hermitiens alors
⊗ℓα,i=1Ei est un bré adélique hermitien. En hoisissant aux plaes arhimédiennes
de k les normes de Chevet-Saphard dénies dans l'exemple 2.11, on obtient des
exemples de normes tensorielles adéliques d'ordre 2, que l'on peut ensuite étendre
à tout ordre. En partiulier si αv = g2 pour toute plae v arhimédienne alors la
norme tensorielle adélique (αv)v, que nous noterons enore g2, est hermitienne.
Remarque 3.8. Par réurrene sur ℓ, la formule de bidualité (19) fournit une
expression onrète de la norme d'opérateur généralisée du point 2) de la déni-
tion 3.7, sous la forme suivante : pour tout entier h ≥ 1, pour tous x(i)j ∈ Ej ,
1 ≤ j ≤ ℓ et 1 ≤ i ≤ h, on a
αv
(
h∑
i=1
⊗ℓj=1x(i)j ;E1, . . . , Eℓ
)
= sup

∣∣∣∣∣∣
h∑
i=1
ℓ∏
j=1
ϕj(x
(i)
j )
∣∣∣∣∣∣
v
; ∀ j ∈ {1, . . . , ℓ}, ‖ϕj‖Evj ≤ 1
·
Produit extérieur et déterminant. L'algèbre extérieure
∧
(E) est le quotient de l'al-
gèbre tensorielle T(E) par l'idéal bilatère engendré par les éléments x ⊗ x ave
x ∈ E. Soit ℓ ∈ {1, . . . , n}. Le ℓème produit extérieur ∧ℓ(E) est don un quotient
du produit tensoriel E⊗ℓ. Il hérite alors de la struture adélique quotient induite par
elle dénie préédemment sur E
⊗αℓ
au moyen d'une norme tensorielle adélique α
d'ordre ℓ. En partiulier, si ℓ = n, le déterminant det(E) =
∧n
(E) de E possèdent
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une struture de bré vetoriel adélique sur Spec k. Nous noterons
∧ℓ
α(E) et detα E
les brés adéliques que l'on obtient ainsi. Si E et α sont hermitiens alors le bré
vetoriel adélique
∧ℓ
α(E) est également hermitien et l'on a dans e as, pour toute
plae arhimédienne v de k,
‖e1 ∧ · · · ∧ eℓ‖Vℓ
α(E),v
= det((ei, ej)v)
1/2
i,j pour tous e1, . . . , eℓ ∈ E ⊗Cv
(( , )v désigne le produit hermitien sur E ⊗Cv).
Produit symétrique. L'algèbre symétrique S(E) est le quotient de l'algèbre tenso-
rielle T(E) par l'idéal bilatère engendré par les éléments de la forme x⊗ y− y⊗ x.
Pour ℓ ∈ N, la struture de bré vetoriel adélique sur la puissane symétrique
Sℓ(E) est elle obtenue par quotient de elle de E
⊗αℓ
, une norme tensorielle adé-
lique α d'ordre ℓ ayant été xée au préalable. Nous noterons Sℓα(E) le bré ve-
toriel adélique obtenu de la sorte. Si E et α sont hermitiens alors Sℓα(E) est éga-
lement hermitien. Dans e as l'on peut préiser la valeur de la norme en une
plae arhimédienne v de k d'un élément de Sℓ(E) ⊗v C de la manière suivante.
Soit σE,v : E
⊗ℓ ⊗v C → E⊗ℓ ⊗v C l'opérateur de symétrisation : pour tous
x1, . . . , xℓ ∈ E⊗vC, on a σE,v(x1⊗· · ·⊗xℓ) = 1ℓ!
∑
η∈Sℓ
xη(1) ⊗ · · · ⊗ xη(ℓ) (Sℓ est
le groupe symétrique d'ordre ℓ). L'image de σE,v, munie de la norme restreinte de
E⊗ℓ⊗vC, est un espae hermitien, isomorphe isométriquement à Sℓ(E)⊗vC, muni
de la norme quotient omme i-dessus. De la sorte, si e1, . . . , en désigne une base
orthonormée de E⊗vC, la famille {ei11 · · · einn ; (i1, . . . , in) ∈ Nn et i1+ · · ·+ in = ℓ}
forme une base orthogonale de Sℓ(E)⊗v C. Les normes des veteurs de ette base
se alulent au moyen de la dénition de σE,v et l'on obtient
‖ei11 · · · einn ‖Sℓ(E)⊗vC = ‖σE,v(e⊗i11 ⊗ · · · ⊗ e⊗inn )‖E⊗ℓ⊗vC =
(
i1! · · · in!
ℓ!
)1/2
(voir [9℄,  3.3 du inquième hapitre).
Remarques 3.9. - Il existe d'autres normes adéliques  naturelles  sur le
produit symétrique qui ne sont pas obtenues par quotient. Toutefois, une
telle norme  naturelle  se ompare à une norme obtenue par quotient d'une
norme tensorielle, ave des onstantes de omparaison ne faisant intervenir
que ℓ (voir [15℄).
- Lorsque E et α sont hermitiens, les brés adéliques E
⊗αℓ
,
∧ℓ
α(E) et S
ℓ
α(E)
ne dépendent pas de α et nous simplierons la notation en ne mettant pas
l'indie α.
4. Notion de degré adélique et propriétés
Soit E = (E, (‖.‖v)v) un bré vetoriel adélique sur Spec k, de dimension n ≥ 1.
La boule unité de E est l'ensemble
(20) B(E) := {(xv)v ∈ EA ; ∀ v plae de k, ‖xv‖v ≤ 1} ·
Dénition 4.1. Soit φ : E → kn un isomorphisme d'espaes vetoriels. Soit vol
une mesure de Haar sur knA. Le degré adélique de E est le nombre réel :
(21) d̂egE := log
vol(φ(B(E)))
vol(B(kn, |.|2)) ·
Le degré adélique normalisé est
d̂egnE :=
d̂egE
[k : k0]
·
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Ce nombre est indépendant des hoix de l'isomorphisme φ, en raison de la formule
du produit, et de la mesure de Haar vol, ar elles sont toutes proportionnelles.
Par onvention, si E = {0}, on pose d̂egE := 0. Pour la suite, il est utile de
mentionner dès à présent le omportement de e degré par hangement d'éhelle.
Soit A = (Av)v ∈ GL(EA). On note A.E = (E,A.‖.‖) le bré vetoriel adélique
dont l'espae sous-jaent est E et dont la norme en une plae v de k est donnée par
‖x‖v := ‖Av(x)‖E,v. Le déterminant de A alulé dans une k-base de E s'identie
à un idèle de kA dont la valeur absolue | detA|A ne dépend pas du hoix de ette
k-base. Compte tenu des normalisations du début de e texte (en partiulier la
formule (2)), on déduit la relation
(22) d̂eg(E,A.‖.‖) = d̂egE − log | detA|A .
Par ailleurs et bien que nous ne l'utiliserons pas dans la suite, signalons qu'il existe
également une aratéristique d'Euler-Poinaré d'un bré vetoriel adélique E, que
l'on peut dénir en posant
χ(E) := log
vol(B(E))
covol(E)
où vol est une mesure de Haar quelonque sur EA et covol(E) = vol(EA/E). Le
lien ave le degré adélique s'exprime au travers d'une formule analogue à elle de
Riemann-Roh :
χ(E) = d̂egE + χ(kn, |.|2)
(voir [34, 36℄).
Notation. Soit E1 = (E, ‖.‖1) et E2 = (E, ‖.‖2) deux brés vetoriels adéliques
ayant le même espae sous-jaent E. Si, en toute plae v de k et pour tout x ∈
E ⊗k Cv, on a ‖x‖1,v ≤ ‖x‖2,v alors nous érirons E1  E2.
L'intérêt de ette ériture est le fait suivant.
Lemme 4.2. Si E1  E2 alors d̂egE2 ≤ d̂egE1.
Cela résulte de l'inlusion des boules unités B(E2) ⊆ B(E1).
Lemme 4.3. Soit α une norme tensorielle adélique d'ordre ℓ ∈ N \ {0}. Pour
tout i ∈ {1, . . . , ℓ}, soit Ei  F i deux brés vetoriels adéliques sur Spec k.
Alors ⊗ℓα,i=1Ei  ⊗ℓα,i=1F i. En partiulier on a E
⊗αℓ
1  F
⊗αℓ
1 ,
∧ℓ
αE1 
∧ℓ
α F 1,
detαE1  detα F 1 (si ℓ = dimE1) et Sℓα(E1)  Sℓα(F 1).
Le premier résultat déoule diretement de la proposition 2.12. Et les suivants
sont onséquenes des dénitions.
Ces observations seront souvent utilisées dans la suite.
4.1. Exemples. Au paragraphe 3.1, nous avons introduit le bré vetoriel adélique
(kn, |.|p), p ∈ [1,+∞]. Si k est un orps de fontions alors le degré adélique de
(kn, |.|p) est nul. Si k est un orps de nombres, les aluls (4) et (5) des volumes
des boules unités réelle et omplexe donnent la formule exate :
(23) d̂eg(kn, |.|p) = r1 log
Γ
(
1 + 1p
)n
Γ
(
1 + n2
)
Γ
(
1 + np
)
(
√
π)n
+ r2 log
Γ
(
1 + 2p
)n
n!
Γ
(
1 + 2np
) ,
où r1 et r2 sont respetivement le nombre de plaes réelles et omplexes de k.
Lorsque n −→ +∞ et p est xé, la formule de Stirling, qui se trouve en note au bas
de la page 7, fournit le développement asymptotique
(24) d̂eg(kn, |.|p) = an log(n) + bn+ c+ o(1)
20 ÉRIC GAUDRON
ave
a :=
(
1
2
− 1
p
)
[k : Q],
b :=r1 log
Γ
(
1 + 1p
)
(pe)1/p
√
2eπ
+ r2 log
Γ
(
1 + 2p
)
(p/2)2/p
e1−2/p
,
c :=
(r1 + r2)
2
log
(p
2
)
·
4.2. Expressions alternatives du degré adélique.
Lemme 4.4. Soit E un bré en droites adélique et s ∈ E \ {0}. On a
(25) d̂egE = −
∑
v
nv log ‖s‖v .
Démonstration. Il sut d'observer que si x = λ.s ∈ E ⊗ kv, λ ∈ kv, alors ‖x‖v ≤ 1
équivaut à |λ|v ≤ 1‖s‖v . L'égalité (2) fait le lien entre les volumes et permet de
onlure. 
On en déduit le
Lemme 4.5. Pour tout bré adélique hermitien E, on a d̂egE = d̂eg detE.
Démonstration. Nous avons vu que les normes de E aux plaes ultramétriques
peuvent s'exprimer au moyen d'un adèle ni (cv)v∤∞ ∈ GLn(kA,f ), après le hoix
d'une k-base e := (e1, . . . , en) de E. L'hypothèse faite ii sur E signie que le même
phénomène se produit aux plaes arhimédiennes et qu'il existe un prolongement
c = (cv) ∈ GLn(kA) tel que, pour toute plae v de k, on a
(Ev ≃e knv , ‖.‖v) = cv.(knv , |.|2) .
Ainsi haun des quotients
vol ({x ∈ knv ; ‖x‖v ≤ 1})
vol ({x ∈ knv ; |x|2,v ≤ 1})
égale | det(cv)|−nvv = ‖e1∧· · ·∧en‖−nvv . Le lemme préédent permet de onlure. 
Ces deux lemmes montrent que le degré adélique oïnide ave le degré d'Arake-
lov sur le domaine de dénition de e dernier, à savoir les brés vetoriels hermitiens
sur SpecOk. Le degré adélique en est don une généralisation.
Lorsque k possède des plaes arhimédiennes, la norme ‖.‖v de E en une telle
plae est omparable à la norme de John, introduite à la suite de la dénition 2.4.
Notons |.|J(E),v ette norme hermitienne étendue à l'espae E ⊗Cv.
Dénition 4.6. Ave les données i-dessus, nous appelerons bré vetoriel adé-
lique de John, ou plus simplement bré de John, assoié à E, et nous noterons
J(E), le bré vetoriel adélique obtenu à partir de E en remplaçant, aux plaes
arhimédiennes v de k, la norme ‖.‖v par la norme hermitienne |.|J(E),v.
Le bré de John est don égal à E lorsque e dernier est un bré adélique her-
mitien. De la même manière, on dénit le bré vetoriel adélique de Löwner assoié
à E  que l'on note L(E)  au moyen des métriques |.|L(B(Ev,‖.‖v)) introduites
au paragraphe 2.2, en une plae arhimédienne v de k. On notera que si E′ est un
sous-espae vetoriel de E alors (E′, |.|L(E))  (E′, ‖.‖E)  (E′, |.|J(E)) et don,
par le lemme 4.2, on a
(26) d̂eg(E′, |.|J(E)) ≤ d̂eg(E′, ‖.‖E) ≤ d̂eg(E′, |.|L(E)) .
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On peut même interaler d̂egJ(E′) entre d̂eg(E′, |.|J(E)) et d̂eg(E′, ‖.‖E) en utili-
sant la dénition des métriques de J(E′) qui sont les métriques eulidiennes qui
optimisent par valeur inférieure le volume de la boule unité de E′. La même obser-
vation ave L(E′) onduit à
d̂eg(E′, |.|J(E)) ≤ d̂egJ(E′) ≤ d̂eg(E′, ‖.‖E) ≤ d̂egL(E′) ≤ d̂eg(E′, |.|L(E)) .
Le bré de John permet de donner une formule exate pour le degré adélique de E
grâe à la notion de quotient volumique (voir dénition 2.5).
Dénition 4.7. Soit E un bré vetoriel adélique sur Spec k. Le quotient volumique
adélique de E, noté vr(E), est la norme de l'adèle de omposantes vr(E ⊗k kv) 
le quotient volumique de l'espae de Banah réel ou omplexe (E ⊗k kv, ‖.‖E,v) 
aux plaes v arhimédiennes et 1 aux autres plaes :
vr(E) :=
∏
v arhimédienne
vr(E ⊗k kv)nv .
Si k est un orps de fontions, on a don toujours vr(E) = 1. Ce nombre est
un terme d'erreur qui intervient souvent lors de omparaisons entre la situation
adélique générale et le as hermitien. On a vr(E) = 1 si et seulement si E est un bré
adélique hermitien. Aussi, les inégalités établies dans la suite et qui font intervenir
ette quantité sont des égalités dans le as hermitien. De manière pontuelle, nous
aurons besoin également du nombre réel
v˜r(E) :=
∏
v arhimédienne
v˜r(E ⊗k kv)nv
(voir dénition 2.6 pour la notation v˜r). Introduisons maintenant l'analogue adé-
lique de la distane de Banah-Mazur lassique (dénition 2.7).
Dénition 4.8. Soit E et F deux brés vetoriels adéliques sur Spec k de même
dimension. La distane de Banah-Mazur adélique entre E et F est le nombre réel
d(E,F ) :=
∏
v arhimédienne
d(E ⊗k kv, F ⊗k kv)nv .
Si k est un orps de fontions, on pose d(E,F ) = 1.
Notation. Lorsque F = (kn, |.|2), on notera plus simplement ∆(E) la distane
d(E, (kn, |.|2)).
On montre que si E′ est un sous-bré vetoriel adélique de E alors ∆(E′) ≤
∆(E). De plus, le dual Ev de E vérie ∆(Ev) = ∆(E). Grâe aux estimations
loales (7) et (12), on dispose de l'enadrement
(27) 1 ≤ vr(E) vr(Ev) ≤ ∆(E) ≤ (2n)D/2 .
Proposition 4.9. Soit E un bré vetoriel adélique sur Spec k. On a
d̂egE = d̂egJ(E) + n log vr(E) et d̂egL(E) = d̂egE + n log v˜r(E) .
Démonstration. On identie E à kn en hoisissant une k-base quelonque de E. La
ontribution au degré adélique de E des plaes ultramétriques est exatement la
même que elle de J(E), par dénition de e dernier bré. En une plae arhimé-
dienne v de k, le quotient volumique de (knv , ‖.‖v) intervient à travers l'égalité :
vol ({x ∈ knv ; ‖x‖v ≤ 1})
vol ({x ∈ knv ; |x|2 ≤ 1})
=
vol
(
{x ∈ knv ; |x|J(E),v ≤ 1}
)
vol ({x ∈ knv ; |x|2 ≤ 1})
· vr(knv , ‖.‖v)dimR k
n
v .
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La proposition s'en déduit alors ar dimR k
n
v = nvn. La même démarhe ave
l'ellipsoïde de Löwner permet de montrer l'autre égalité. 
Par ailleurs, pour tout ε > 0 et grâe à l'enadrement (6), on a l'existene d'une
norme hermitienne |.|ε,v sur E ⊗k kv (v arhimédienne) telle que, pour tout sous-
espae vetoriel E′ de E,
(28) (E′, (|.|ε,v)v)  E′ 
(
E′, (d(E ⊗k kv, ℓ2n,kv )(1 + ε)|.|ε,v)v
)
(les normes aux plaes ultramétriques des brés adéliques de gauhe et de droite
sont elles de E).
Notation. On désigne par Eε le bré vetoriel adélique d'espae vetoriel sous-
jaent E et dont les normes sont
‖.‖Eε,v :=
{
‖.‖E,v si v est ultramétrique,
|.|ε,v si v est arhimédienne.
On notera aussi plus simplement |.|ε la olletion (‖.‖Eε,v)v des normes de Eε. Il
est bien lair que ette dénition repose sur le hoix des métriques hermitiennes
|.|ε,v et que le bré Eε n'est pas déterminé uniquement par E et ε.
Les dénitions même des brés de John et Löwner entraînent d̂egnEε ≤
d̂egnJ(E) et
d̂egnL(E) ≤ d̂egn
(
E, (d(E ⊗k kv, ℓ2n,kv)(1 + ε)|.|ε,v)v
)
,
puis, en faisant tendre ε vers 0, l'on obtient
(29) 0 ≤ d̂egnL(E)− d̂egnJ(E) ≤
n
D
log∆(E) ·
De l'enadrement (28), on déduit aussi
− n
D
log∆(E)− n log(1 + ε) ≤ d̂egnE′ − d̂egn (E′, (|.|ε,v)v) ≤ 0 ·
Cei permet d'approher le degré adélique de E′ par le degré d'un bré adélique
hermitien, ave un terme d'erreur de l'ordre de − nD log∆(E). Cette observation
sera onstamment utilisée dans la suite.
Corollaire 4.10. Pour tout bré vetoriel adélique E et toute norme tensorielle
adélique hermitienne α d'ordre dimE, on a∣∣∣d̂egnE − d̂egndetαE∣∣∣ ≤ d̂egnL(E)− d̂egnJ(E) .
Démonstration. La diérene ne se situe éventuellement qu'en une plae arhimé-
dienne v de k. On a vu que dans e as |.|L(E),v ≤ ‖.‖E,v ≤ |.|J(E),v. L'hypothèse α
hermitienne et les lemmes 4.2 et 4.3 entraînent alors l'inégalité
d̂egn detJ(E) ≤ d̂egndetαE ≤ d̂egn detL(E) .
Le lemme 4.5 et la proposition 4.9 donnent
− n
D
log v˜r(E) ≤ d̂egnE − d̂egndetαE ≤
n
D
log vr(E),
qui est un enadrement un peu plus préis que elui annoné puisque
max {vr(E), v˜r(E)} ≤ vr(E)v˜r(E). 
On rappelle que k désigne une lture algébrique de k.
Dénition 4.11. Soit E = (E, (‖.‖v)v) un bré vetoriel adélique. La hauteur d'un
élément x ∈ (E ⊗k k) \ {0} relative à E, notée hE(x), est la somme normalisée
(30) hE(x) :=
1
D
∑
v
nv log ‖x‖E,v
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(la somme porte sur toutes les plaes v de k mais seuls un nombre ni de termes
ne sont pas nuls).
C'est aussi l'opposé du degré normalisé du bré en droites (K.x, (‖.‖E,v)v) où
K est une extension nie de k sur laquelle est déni x. La hauteur de x ne dépend
pas du hoix de K en raison de la formule
∑
w|v [Kw : kv] = [K : k] (voir aussi le
paragraphe suivant). La terminologie est ohérente ave la notion de hauteur au
sens usuel grâe au résultat suivant.
Proposition 4.12. Soit a ∈ R. L'ensemble des droites {k.x ; x ∈ E et hE(x) ≤ a}
est ni.
Démonstration. Soit (e1, . . . , en) une k-base de E. Il existe une onstante α > 0
(qui dépend de E et de k) telle que, pour toute plae v de k et pour tout x =∑n
i=1 xiei ∈ E, on ait ‖x‖E,v ≥ αmax1≤i≤n {|xi|v}. Aux plaes ultramétriques
(et il sut de onsidérer un nombre ni d'entre elles ar E est adélique), ela
résulte de la formule (15). Et aux plaes arhimédiennes, il s'agit d'une onséquene
de l'équivalene des normes en dimension nie. Si x 6= 0, la borne hE(x) ≤ a
entraîne une majoration de la hauteur de Weil du point projetif (x1 : · · · : xn)
et don un nombre ni de tels points (théorème de Northott) et de veteurs x
orrespondant. 
Proposition 4.13. Soit E un bré vetoriel adélique sur Spec k de dimension n
et α une norme tensorielle adélique d'ordre n. Soit (e1, . . . , en) une k-base de E.
Alors on a
0 ≤ d̂egndetαE + hE(e1) + · · ·+ hE(en) .
De plus, on a
− n
D
log∆(E) ≤ d̂egnE + hE(e1) + · · ·+ hE(en) .
Démonstration. La première assertion est une onséquene de l'inégalité d'Hada-
mard
‖e1 ∧ · · · ∧ en‖detαE,v ≤ ‖e1 ⊗ · · · ⊗ en‖E⊗αn,v ≤
n∏
i=1
‖ei‖E,v,
vraie pour toute plae v de k. En eet, la première majoration vient de la dénition
de norme quotient et la seonde est la propriété (i) de la dénition 2.10 des normes
tensorielles (il y a même égalité). Pour obtenir la seonde assertion, on hoisit pour α
une norme hermitienne (onstruite, par exemple, au moyen de la norme hermitienne
g2 de Chevet-Saphard) dans le orollaire 4.10 et on utilise l'estimation (29). 
Il est souvent utile de onnaître également une majoration de la somme des
hauteurs d'une base de E ⊗ k où k désigne une lture algébrique de k . C'est
l'objet du lemme de Siegel absolu suivant, établi dans le as des orps de fontions
par D. Roy & J.L. Thunder [27℄ et issu d'un énoné dû à S. Zhang [41℄ dans le as
d'un orps de nombres (les deux étant érits dans le as hermitien).
Théorème 4.14. Soit E un bré vetoriel adélique, de dimension n ≥ 1. Posons
δ := 0 si k est un orps de fontions et δ := 1 si k est un orps de nombres. Pour
tout ε > 0, il existe une base (e1, . . . , en) de E ⊗ k telle que
(31) hE(e1) + · · ·+ hE(en) + d̂egnE ≤
δn
2
logn+
n
D
log vr(E) + ε .
Dans le as d'un orps de nombres, la preuve omplète se trouve dans [17℄. Il est
possible de demander que la base (e1, . . . , en) soit dénie sur k et, en ontrepartie,
de rajouter un terme dépendant du disriminant absolu Dk de k dans le membre de
droite de l'inégalité (31) (voir [27℄). Ce terme est (n/D) log |Dk| si k est un orps de
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nombres. Le as général d'un bré vetoriel adélique non néessairement hermitien
s'obtient en appliquant le théorème i-dessus au bré (hermitien) de John J(E) et
en utilisant E  J(E) ainsi que la proposition 4.9.
4.3. Extension des salaires. En toute généralité, le degré adélique normalisé
n'est pas un invariant stable par extension des salaires. Si l'on onsidère par
exemple le bré vetoriel adélique (Qn, |.|∞), la formule (4) entraîne l'égalité
d̂egn(Q
n, |.|∞) = log
Γ
(
1 + n2
)
πn/2
·
Or si l'on hoisit l'extension quadratiqueQ(i), qui possède une seule plae omplexe
et auune réelle, un rapide alul donne
d̂egn(Q(i)
n, |.|∞) = 1
2
logn!,
nombre toujours diérent de elui de la formule préédente, dès que n ≥ 2. Cette
anomalie se voit également au moyen de la formule asymptotique (24) dont les
oeients b et c dépendent en général de r1 et r2 et non seulement de la somme
r1 + 2r2 = [k : Q].
L'expliation de e phénomène est l'observation suivante, qui, réduite à l'essen-
tiel, marque la diérene entre le volume d'un ube et elui d'une boule.
Lemme 4.15. Soit ‖.‖ une norme sur Cn, invariante par onjugaison omplexe.
Il existe une onstante κ = κ(n, ‖.‖), omprise entre 4−n et 4n, telle que
(32)
vol ({x ∈ Cn ; ‖x‖ ≤ 1})
vol ({x ∈ Cn ; |x|2 ≤ 1}) = κ
(
vol ({x ∈ Rn ; ‖x‖ ≤ 1})
vol ({x ∈ Rn ; |x|2 ≤ 1})
)2
·
La notation vol désigne indiéremment une mesure de Haar (quelonque) sur Rn
ou Cn. Si la norme ‖.‖ est hermitienne alors κ = 1.
Démonstration. Il s'agit d'une simple onséquene des inégalités :
max {‖x1‖, ‖x2‖} ≤ 1
2
(‖x1 + ix2‖+ ‖x1 − ix2‖) = ‖x1 + ix2‖
et ‖x1+ix2‖ ≤ ‖x1‖+‖x2‖ ≤ 2max{‖x1‖, ‖x2‖}, pour tous x1, x2 ∈ Rn. Le résultat
s'ensuit en hoisissant sur Cn la mesure de Haar produit volRn ⊗ volRn , obtenue
au moyen de l'isomorphisme naturel Cn ≃ Rn ×Rn. Si la norme est hermitienne,
elle est déterminée par la donnée d'une matrie symétrique A ∈ Mn(R) (il n'y a
pas de partie imaginaire ar la norme induite doit être invariante par onjugaison
omplexe). Les deux membres de l'équation (32) valent alors (detA)−1 et κ = 1. 
Remarque 4.16. Les aluls exats des volumes de b2n,C et b
2
n,R données par les
formules (4) et (5) fournissent l'enadrement plus préis
1
4n
· n!
Γ
(
1 + n2
)2 ≤ κ ≤ n!
Γ
(
1 + n2
)2 ·
On peut noter que la formule de Stirling (voir note au bas de la page 7) donne
l'équivalent asymptotique
n!
Γ
(
1 + n2
)2 ∼ 2n+1/2√πn lorsque n −→ +∞.
Après es onsidérations, nous pouvons énoner le résultat prinipal de e para-
graphe.
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Proposition 4.17. Soit K une extension nie de k et E un bré vetoriel adélique
sur k, de dimension n. Alors
(33)
∣∣∣d̂egnEK − d̂egnE∣∣∣ ≤ n log(4) .
Si, de plus, E est un bré adélique hermitien alors d̂egnEK = d̂egnE.
Démonstration. Quitte à xer une k-base de E, on peut supposer E = kn. On
distingue deux as.
a) Soit v une plae ultramétrique de k. On a vu qu'il existe une matrie cv ∈ GLn(kv)
telle que :
∀x = (x1, . . . , xn) ∈ Cnv , ‖x‖E,v = max
1≤i≤n
{|(cv.x)i|v} ·
Notons Bv := {x ∈ knv ; ‖x‖v ≤ 1}. Cet ensemble est l'image par c−1v de Onv et,
d'après les rappels du paragraphe 2, on a
volv(Bv) = | det cv|−nvv volv(Onv )
(ii volv est une mesure de Haar sur k
n
v ). Soit w une plae de K au-dessus de v. Le
omplété Kw est un kv-espae vetoriel de dimension [Kw : kv], et si l'on note Bw
la boule unité fermée dans Knw, on a
volw(Bw)
volw(Onw)
= | det cv|−nwv =
(
volv(Bv)
volv(Onv )
)[Kw:kv]
.
Comme ela est rappelé dans les préliminaires, l'on dispose de l'isomorphisme d'es-
paes vetoriels topologiques
(34) K ⊗k kv ≃
∏
w|v
Kw,
qui, outre l'égalité des dimensions [K : k] =
∑
w|v [Kw : kv], entraîne
vol ({x ∈ (K ⊗ kv)n ; ‖x‖v ≤ 1})
vol
({
x ∈ (K ⊗ kv)n ; max
1≤i≤n
{|xi|v} ≤ 1}
})
=
∏
w|v
volw(Bw)
volw(Onw)
=
(
volv(Bv)
volv(Onv )
)[K:k]
(la mesure vol sur (K ⊗ kv)n peut être hoisie omme l'image réiproque de la
mesure produit ⊗w|v volw sur
∏
w|vK
n
w par l'isomorphisme (34)). Soulignons que
ette égalité ne dépend ni du hoix de l'isomorphisme (34), ni du hoix des mesures
volw, volv ou bien enore vol. Ainsi le omportement du quotient des volumes aux
plaes ultramétriques par extension des salaires est exatement elui souhaité et
les parties (aux plaes) nies des degrés adéliques normalisés de EK et E sont
identiques. En partiulier, es degrés (dans leur totalité) sont égaux si k est un
orps de fontions.
b) Soit v une plae arhimédienne de k. Comme préédemment, soit w une plae
de K au-dessus de v. Si w et v sont de même nature (toutes les deux réelles ou
omplexes), le quotient des volumes
vol({x ∈ knv ; ‖x‖v ≤ 1})
vol({x ∈ knv ; |x|2 ≤ 1})
reste inhangé. En revanhe, si v est réelle et w est omplexe, nous sommes dans le
as du gure du lemme 4.15 et la proposition 4.17 s'en déduit immédiatement (le
as d'égalité lorsque E est un bré vetoriel hermitien provenant du as d'égalité
κ = 1 dans e même lemme). 
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Remarque 4.18. L'argument qui est à la n de ette démonstration permet d'éta-
blir en réalité une borne plus faible pour la diérene des degrés puisqu'il sut de
onsidérer les ouples de plaes (v, w) telles que w | v et qui ne sont pas de même
nature. Si N(k,K) est le nombre de tels ouples, la majoration (33) reste vraie en
multipliant n log(4) par le quotient N(k,K)/[K : Q] ≤ 1.
4.4. Somme direte. Comme nous l'avons vu au paragraphe 3.3, il est possible
de dénir la somme direte E ⊕ς F de deux brés vetoriels adéliques, relative à
une famille ς = (ςv)v|∞ de normes (partiulières) sur R
2
. La proposition suivante
évalue le degré d'une telle somme direte.
Proposition 4.19. Soit E et F des brés vetoriels adéliques sur Spec k, de di-
mensions respetives n et m. On a alors∣∣∣d̂egn(E ⊕ς F )− d̂egnE − d̂egnF ∣∣∣ ≤ log(n+mn
)
·
Pour la somme hermitienne (.-à-d. ςv(x, y) = (x
2 + y2)1/2 aux plaes arhimé-
diennes v de k), on a l'égalité d̂egn(E ⊕2 F ) = d̂egnE + d̂egnF .
En partiulier, si k est un orps de fontions, on a d̂egn(E⊕F ) = d̂egnE+d̂egnF .
Démonstration. En vertu de l'enadrement (8), on a E ⊕∞ F  E ⊕ς F  E ⊕1 F
et don
d̂eg(E ⊕1 F ) ≤ d̂eg(E ⊕ς F ) ≤ d̂eg(E ⊕∞ F )
(lemme 4.2). Or pour p ∈ [1,+∞] on dispose d'une formule exate pour d̂eg(E⊕pF ).
En eet, si l'on applique l'égalité (10), à Ev⊕pFv où v est une plae arhimédienne
de k, la diérene d̂eg(E ⊕p F )− d̂egE − d̂egF égale
∑
v arhimédienne
log
Γ
(
1 + nnvp
)
Γ
(
1 + mnvp
)
Γ
(
1 + (m+n)nv2
)
Γ
(
1 + (m+n)nvp
)
Γ
(
1 + nnv2
)
Γ
(
1 + mnv2
) ·
Il n'y a pas de ontributions aux plaes ultramétriques ar, par hoix de la norme
sup, la boule unité de Ev ⊕p Fv est le produit des boules unités de Ev et Fv. Et
les volumes se multiplient également pourvu que l'on hoisisse la mesure produit
volE,v ⊗ volF,v sur la somme direte Ev ⊕ Fv. On obtient ainsi au passage l'égalité
d̂egn(E⊕2 F ) = d̂egnE+ d̂egnF lorsque p = 2. La majoration du degré de E⊕∞ F
s'obtient alors en remarquant
Γ
(
1 + m+n2
)
Γ
(
1 + n2
)
Γ
(
1 + m2
) ≤ (n+m
n
)
,
majoration que l'on utilise aux plaes réelles de k. Quant à la minoration du degré
de E ⊕1 F , on se sert de Γ
(
1 + m+n2
) ≥ Γ (1 + n2 )Γ (1 + m2 ) (plaes réelles) et de(
2n+2m
2n
) ≤ (n+mn )3 (plaes omplexes). Cette dernière estimation peut se démontrer
par réurrene sur m et les préédentes au moyen de la formule d'Euler pour la
fontion Gamma. 
Remarque 4.20. En observant que, pour tout x ∈ Cn, on a |x|2 ≤ |x|p si p ≤ 2
et |x|2 ≥ |x|p si p ≥ 2, on obtient aisément les majorations
d̂egn(E ⊕p F ) ≤ d̂egnE + d̂egnF si p ≤ 2
et
d̂egnE + d̂egnF ≤ d̂egn(E ⊕p F ) si p ≥ 2.
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4.5. Dualité.
Proposition 4.21. Il existe une onstante absolue c > 0 telle que, pour tout bré
vetoriel adélique E de dimension n, on a
d̂egnE + d̂egnE
v ∈ [−cn, 0] .
Si E est un bré adélique hermitien alors d̂egnE
v
= −d̂egnE.
Démonstration. On peut supposer E = kn. Soit v une plae de k. S'il existe une
matrie uv ∈ GLn(kv) telle que (knv , ‖.‖v) = uv(knv , |.|2,v) alors le quotient des
volumes
vol(B(knv , ‖.‖v))
vol(B(knv , |.|2,v))
égale | detuv|−nvv . Il sut alors d'observer que les normes duales ‖.‖vv et |.|v2,v sont
reliées par la matrie inverse u−1v et le quotient des volumes pour les espaes duaux
est inversé. En partiulier ela assure l'égalité d̂egE + d̂egE
v
= 0 si E est un
bré adélique hermitien. Dans le as général, omme il ne reste que les plaes
arhimédiennes à traiter, on utilise le théorème 2.3 en haune de es plaes (ave
n = dimREv) et le résultat s'ensuit. 
4.6. Quotient.
Proposition 4.22. Soit E2 ⊆ E1 deux sous-brés adéliques de E. Alors on a∣∣∣d̂egnE1 − d̂egnE2 − d̂egnE1/E2∣∣∣ ≤ dimE1D log∆(E) .
Démonstration. Si E est un bré adélique hermitien, la métrique quotient sur
E1/E2 oïnide en une plae arhimédienne v ave la métrique sur l'orthogonal
de E2,v relatif au produit hermitien ( , )E,v de Ev. En une plae ultramétrique, la
métrique quotient est elle d'un supplémentaire quelonque de E2 dans E1. Ainsi
le bré E1 est isomorphe isométriquement à E2 ⊕2 E1/E2 et la proposition 4.19
donne l'égalité
d̂egnE1 = d̂egnE2 + d̂egnE1/E2 .
La propriété étant établie dans le as hermitien, le passage au as général s'eetue
grâe aux brés de John et Löwner assoiés à E1. Comme ‖.‖E1,v ≤ |.|J(E1),v pour
toute plae v de k, ela entraîne
d̂egn(E2, |.|J(E1),E2) ≤ d̂egnE2
et
d̂egn(E1/E2, |.|J(E1),E1/E2) ≤ d̂egn
(
E1/E2
)
où |.|J(E1),E2 (resp. |.|J(E1),E1/E2) désigne la famille des normes de John de E1
restreintes à E2 (resp. normes quotient sur E1/E2 issues des normes de John de
E1). L'on obtient ainsi
d̂egnE1 − d̂egnE2 − d̂egnE1/E2
≤ d̂egnE1 −
(
d̂egn(E2, |.|J(E1),E2) + d̂egn(E1/E2, |.|J(E1),E1/E2)
)
et l'expression dans ette dernière parenthèse égale d̂egnJ(E1) ar J(E1) est un bré
adélique hermitien. On raisonne de la même façon ave L(E1) pour la majoration
en sens inverse. Grâe à (29), on obtient la borne∣∣∣d̂egnE1 − d̂egnE2 − d̂egnE1/E2∣∣∣ ≤ d̂egnL(E1)− d̂egnJ(E1)
≤ dimE1
D
log∆(E1)
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et l'on onlut ave ∆(E1) ≤ ∆(E). 
4.7. Somme. Soit E un bré vetoriel adélique sur Spec k et E1, E2 deux sous-
espaes vetoriels de E, de dimensions respetives n1 et n2. Chaun des quatre
espaes vetoriels E1, E2, E1 + E2, E1 ∩ E2 est muni de la struture de sous-bré
vetoriel adélique induite par E.
Proposition 4.23. Ave les données i-dessus, la diérene des degrés adéliques
normalisés
d̂egn(E1 + E2) + d̂egnE1 ∩ E2 − d̂egnE1 − d̂egnE2
est supérieure à
− (n1 + n2)
D
log∆(E1 + E2) ·
Démonstration. L'appliation naturelle ι : E2/(E1 ∩ E2) → (E1 + E2)/E1 vérie,
pour toute plae v de k et tout x ∈ kv,
‖ι(x)‖(E1+E2)/E1,v ≤ ‖x‖E2/(E1∩E2),v .
Par onséquent, la boule unité du premier quotient est inluse dans elle du seond
et l'on a
d̂egn
(
E2/(E1 ∩ E2)
)
≤ d̂egn
(
(E1 + E2)/E1
)
·
Si E1 + E2 est hermitien, la proposition 4.22 permet de onlure puisque dans e as
le degré d'un quotient est la diérene des degrés. Dans le as général, on onsidère
ε > 0 et une norme hermitienne |.|ε,v sur (E1 +E2)⊗k kv, e qui permet de dénir
le bré adélique hermitien (E1 + E2)ε (voir (28)). On a alors
d̂egnE1 + d̂egnE2 ≤ d̂egn(E1, |.|ε) + d̂egn(E2, |.|ε)
≤ d̂egn(E1 + E2, |.|ε) + d̂egn(E1 ∩ E2, |.|ε) .
La première inégalité qui vient après (29) montre que le degré adélique normalisé
de (E1 + E2)ε est plus petit que
d̂egnE1 + E2 + dim(E1 + E2)
(
log(1 + ε) +
1
D
log∆(E1 + E2)
)
.
Il en est de même pour le degré de (E1 ∩E2, |.|ε) en remplaçant dim(E1 +E2) par
dimE1 ∩ E2. La proposition 4.23 s'ensuit en faisant tendre ε vers 0. 
En notant H(E) = exp
{
−d̂egnE
}
, et énoné peut se voir omme une généra-
lisation de l'inégalité H(E1 + E2)H(E1 ∩ E2) ≤ H(E1)H(E2) de W. Shmidt [32℄,
T. Struppek & J.D. Vaaler [35℄, lorsque les métriques sont hermitiennes.
5. Théorie des pentes et pentes maximales
Dénition 5.1. La pente adélique de E est
(35) µ̂(E) :=
d̂egE
dimE
·
Par onvention, si E = {0}, on pose µ̂(E) := −∞. De plus, lorsque l'on divise e
nombre réel par le degré D du orps k, on parle de pente adélique normalisée que
l'on note µ̂n(E).
Cette quantité est un avatar adélique et logarithmique du rayon volumique(
vol(C)
vol(b2n)
)1/n
d'un orps onvexe C de Rn, utilisé dans l'étude des espaes de Banah.
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Voii quelques propriétés que l'on déduit immédiatement de elles du degré adé-
lique, démontrées dans le paragraphe préédent. Dans la liste qui suit, E désigne un
bré vetoriel adélique de dimension n, Eε = (E, |.|ε) un bré adélique hermitien
assoié à E (voir (28)) et K est une extension nie de k.
Propriétés :
1) Pour tout sous-espae vetoriel E′ de E, on a
− log(1 + ε)− 1
D
log∆(E) ≤ µ̂n(E′)− µ̂n(E′, |.|ε) ≤ 0 .
2) Il existe une onstante absolue c > 0 telle que −c ≤ µ̂n(E) + µ̂n(Ev) ≤ 0.
3)
∣∣µ̂n(EK)− µ̂n(E)∣∣ ≤ 2 log(2).
Si de plus E est un bré adélique hermitien alors µ̂n(E
v
) = −µ̂n(E) et µ̂n(EK) =
µ̂n(E).
À es propriétés s'ajoute une estimation de la pente d'un produit tensoriel.
Proposition 5.2. Soit ℓ ∈ N \ {0}. Pour tout i ∈ {1, . . . , ℓ}, soit Ei un bré
vetoriel adélique sur Spec k. Soit α une norme tensorielle adélique d'ordre ℓ. Si
tous les Ei sauf au plus un sont de dimension 1 alors µ̂(⊗ℓα,i=1Ei) =
∑ℓ
i=1 µ̂(Ei).
En dimension quelonque, si α est hermitienne alors∣∣∣∣∣µ̂(⊗ℓα,i=1Ei)−
ℓ∑
i=1
µ̂(Ei)
∣∣∣∣∣ ≤
ℓ∑
i=1
log∆(Ei) .
On déduit aussi de ette inégalité la relation µ̂(⊗ℓα,i=1Ei) =
∑ℓ
i=1 µ̂(Ei) lorsque
tous les Ei et α sont hermitiens. Toutefois, la preuve que nous proposons ommene
par établir e as.
Démonstration. Le premier as d'égalité lorsque par exemple dimEi = 1 pour
2 ≤ i ≤ ℓ s'obtient en observant que l'appliation x 7→ x ⊗ e2 ⊗ · · · ⊗ eℓ de
(E, (‖.‖E1,v ×
∏ℓ
i=2 ‖ei‖Ei,v)) dans ⊗ℓα,i=1Ei est un isomorphisme isométrique (ei
est une k-base quelonque de Ei). Plaçons nous alors en dimension quelonque, ave
α hermitienne. Supposons ℓ = 2 dans un premier temps. Si, en une plae v de k,
les normes ‖.‖E1,v et ‖.‖E2,v sont simultanément hermitiennes ou ultramétriques,
l'isomorphisme anonique
det(E1,v ⊗ E2,v) ≃ det(E1,v)⊗m ⊗ det(E2,v)⊗n
est une isométrie. Par onséquent, lorsque E1 et E2 sont des brés adéliques her-
mitiens, on a
d̂eg det(E1 ⊗ E2) = md̂eg det(E1) + nd̂eg det(E2)
et le lemme 4.5 entraîne l'égalité µ̂(E1 ⊗ E2) = µ̂(E1) + µ̂(E2). Le résultat pour
le produit de ℓ brés hermitiens s'en déduit par réurrene sur ℓ. Une fois elui-i
établi, le passage au as général s'eetue au moyen des brés de John et Löwner
assoiés aux Ei. Grâe au lemme 4.3, on a
⊗ℓi=1L(Ei)  ⊗ℓα,i=1Ei  ⊗ℓi=1J(Ei) .
On en déduit un enadrement de µ̂(⊗ℓα,i=1Ei) via le lemme 4.2. L'hypothèse α
hermitienne permet d'utiliser le as hermitien établi juste avant et les formules de
la proposition 4.9 onduisent à l'estimation∣∣∣∣∣µ̂(⊗ℓα,i=1Ei)−
ℓ∑
i=1
µ̂(Ei)
∣∣∣∣∣ ≤
ℓ∑
i=1
{
µ̂(L(Ei))− µ̂(J(Ei))
}
.
On onlut ave (29). 
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5.1. Existene de la pente maximale.
Proposition 5.3. Soit E un bré vetoriel adélique sur Spec k. Il existe une
onstante c(E, k) telle que, pour tout sous-bré vetoriel adélique F de E, on a
µ̂n(F ) ≤ c(E, k). Plus préisément, pour tout nombre réel a, il n'existe qu'un nombre
ni de sous-brés vetoriels adéliques F de E tels que µ̂n(F ) ≥ a.
Démonstration. Soit F ⊆ E et m = dimF . Si E est un bré adélique hermitien
alors il en est de même pour F et l'on a
µ̂n(F ) =
d̂egn detF
dimF
= −
hVm E(f1 ∧ · · · ∧ fm)
m
où f1, . . . , fm est une k-base de F et hVm E est la hauteur sur les éléments de
∧mE
donnée par la dénition 4.11. En vertu de la proposition 4.12, il existe une onstante
c(m,E, k) telle que
∀x ∈
m∧
E, hVm E(x) ≥ c(m,E, k) ;
de la sorte on obtient la majoration µ̂n(F ) ≤ −c(m,E, k)/m et la onstante
c(E, k) := max
{−c(m,E, k)D/m ; 1 ≤ m ≤ dimE} onvient dans e as. En réa-
lité, si a ≤ µ̂n(F ) alors la hauteur de f1∧· · ·∧fm est majorée et la proposition 4.12
entraîne la nitude du nombre de sous-espaesF possibles. Si E est un bré vetoriel
adélique quelonque, on utilise les métriques de Löwner, qui satisfont aux inégalités
|.|L(E),v ≤ ‖.‖E,v en toute plae v de k, pour obtenir d̂egn(F ) ≤ d̂egn(F, |.|L(E)).
La onlusion déoule alors du as hermitien. 
Cela justie la dénition suivante.
Dénition 5.4. La pente maximale d'un bré vetoriel adélique E, notée µ̂max(E),
est le nombre réel
µ̂max(E) := max
{
µ̂n(F ) ; F ⊆ E
} ·
On observe que si E1  E2 alors µ̂max(E2) ≤ µ̂max(E1). La première propriété
de la pente normalisée donnée à la suite de la dénition 5.1 entraîne
− log(1 + ε)− 1
D
log∆(E) ≤ µ̂max(E)− µ̂max(Eε) ≤ 0 ,
pour tout bré vetoriel adélique E et tout ε > 0.
Remarque 5.5. De la même manière, on peut onsidérer la pente minimale d'un
bré vetoriel adélique E dénie par µ̂min(E) := min
{
µ̂n(E/F )
}
où F parourt les
sous-espaes vetoriels strits de E. Il s'agit bien d'un minimum ar il n'y a qu'un
nombre ni de quotients E/F de pentes plus petites qu'un nombre réel donné
(on se ramène à la pente maximale via la proposition 4.22). On dispose aussi de
l'enadrement
− log(1 + ε)− 1
D
log∆(E) ≤ µ̂min(E)− µ̂min(Eε) ≤ 0 .
La dualité marque le lien ave la pente maximale.
Lemme 5.6. Soit E un bré vetoriel adélique sur Spec k. On a∣∣µ̂max(Ev) + µ̂min(E)∣∣ ≤ 1
D
log∆(E) .
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Démonstration. Supposons dans un premier temps que E est hermitien. Soit F un
sous-bré vetoriel strit de E. L'espae vetoriel dual (E/F )v s'injete dans Ev.
La dénition de la pente maximale de Ev et les propositions 4.21 et 4.22 dans le
as hermitien donnent
dim(E/F ) µ̂max(Ev) ≥ d̂egn(E/F )v = −d̂egnE/F
puis µ̂max(Ev) + µ̂n(E/F ) ≥ 0 et don µ̂max(Ev) + µ̂min(E) ≥ 0. On montre de la
même manière l'inégalité en sens inverse. On a don µ̂max(Ev) = −µ̂min(E) si E est
hermitien. Dans le as général, on utilise le bré vetoriel Eε assoié à E. Compte
tenu du fait que la dualité renverse les inégalités pour les normes :
∀G ⊆ Ev, (G, (d(E ⊗k kv, ℓ2n,kv)−1(1 + ε)−1|.|vε,v)v)  (G, ‖.‖vE)  (G, |.|vε),
on a
0 ≤ µ̂max(Ev)− µ̂max(Evε) ≤
1
D
log∆(E) + log(1 + ε) .
On somme ave l'estimation du même type entre pentes minimales qui préède
l'énoné du lemme 5.6, puis l'on fait tendre ε vers 0 et le lemme s'en déduit. 
Propriétés 5.7. Soit E, F des brés vetoriels adéliques sur Spec k.
1) Si dimF = 1 alors, pour toute norme tensorielle adélique α d'ordre 2, on a
µ̂max(E ⊗α F ) = µ̂max(E) + d̂egnF .
2) Pour la somme direte hermitienne E ⊕2 F , on a
0 ≤ µ̂max(E ⊕2 F )−max
{
µ̂max(E), µ̂max(F )
} ≤ 1
D
logmax
{
∆(E),∆(F )
} ·
3) Dans le as général, on a
0 ≤ µ̂max(E ⊕ς F )−max
{
µ̂max(E), µ̂max(F )
} ≤ 1
D
log
(√
2max
{
∆(E),∆(F )
})
(la somme direte E ⊕ς F est elle dénie au paragraphe 3.3).
Démonstration. 1) Soit E′ un sous-bré vetoriel adélique de E. D'après la pro-
position 5.2, la pente normalisée de E′ ⊗α F est la somme de µ̂n(E′) et de
µ̂n(F ) = d̂egnF , ar F est une droite. De plus, d'après la proposition 2.12, on
a (E′ ⊗ F, α(·;E,F ))  E′ ⊗α F et le lemme 4.2 entraîne
µ̂n(E′ ⊗α F ) ≤ µ̂max(E ⊗α F ) .
On a don µ̂n(E′) ≤ µ̂max(E ⊗α F )− d̂egnF et, en faisant varier E′, on obtient
µ̂max(E) ≤ µ̂max(E ⊗α F )− d̂egnF .
Si l'on applique maintenant ette majoration à E⊗αF et F v au lieu, respetivement,
de E et F , on obtient l'inégalité en sens inverse, grâe à la propriété d̂egnF
v =
−d̂egnF , valide ar F est automatiquement hermitien, et ar (E ⊗α F ) ⊗α F v est
isomorphe isométriquement à E.
2) La positivité de la diérene des pentes maximales est immédiate en notant
qu'un sous-espae vetoriel de E ou F est aussi un sous-espae de E ⊕ F , ave
ompatibilité des normes. Cei s'applique également pour E⊕ς F puisque la norme
‖.‖E⊕ςF,v restreinte à E ou F est elle qui est naturellement sur es espaes.
Pour la majoration, supposons dans un premier temps que E et F sont hermi-
tiens. Soit H un sous-bré vetoriel adélique de E ⊕2 F . Posons H1 := H ∩E. Par
dénition des métriques quotient, on a H/H1 = H/H1 et don, puisque es brés
adéliques sont hermitiens,
d̂egnH = d̂egnH1 + d̂egn(H/H1) .
32 ÉRIC GAUDRON
Le premier terme d̂egnH1 est naturellement inférieur à (dimH1)µ̂max(E). Pour
le seond terme, onsidérons l'injetion ι : H/H1 →֒ F , ι(x ⊕ y mod H1) = y.
L'appliation ι n'est pas néessairement une isométrie en toute plae v de k (et
don H/H1 n'est pas en général un sous-bré adélique de F ). Néanmoins, omme
‖x⊕ y‖E⊕2F,v ≥ ‖y‖F,v pour tout x⊕ y ∈ Hv, on a
d̂egn(H/H1) ≤ d̂egn (ι(H/H1), ‖.‖F ) ≤ (dimH/H1) µ̂max(F ) .
On en déduit
µ̂n(H) =
d̂egn(H)
dimH
≤ (dimH1)µ̂max(E) + (dimH/H1) µ̂max(F )
dimH
puis µ̂max(E ⊕2 F ) ≤ max
{
µ̂max(E), µ̂max(F )
}
, et ave la remarque du début de
e point 2), on obtient l'égalité souhaitée dans le as hermitien.
Revenons maintenant au as général de deux brés vetoriels adéliques quel-
onques. Soit ε > 0 et Eε = (E, |.|ε,E,v) (resp. F ε = (F, |.|ε,F,v)) un bré adélique
hermitien assoié à E (resp. F ), omme elui introduit à la suite de (28). Par dé-
nition, pour tous x ∈ Ev, y ∈ Fv, on a |x|2ε,E,v + |y|2ε,F,v ≤ ‖(x, y)‖2E⊕2F,v et
don
µ̂max(E ⊕2 F ) ≤ µ̂max
(
Eε ⊕2 F ε
)
= max
{
µ̂max
(
Eε
)
, µ̂max
(
F ε
)} ·
La pente maximale de Eε est à son tour plus petite que µ̂max(E) +
1
D log∆(E) +
log(1 + ε). Le même type de majoration pour µ̂max
(
F ε
)
puis ε → 0 donnent l'in-
égalité souhaitée.
3) En dénissant ς , on avait observé que ‖.‖E⊕∞F ≤ ‖.‖E⊕ςF . Comme
(
√
2)−1‖.‖E⊕2F ≤ ‖.‖E⊕∞F , le problème se ramène à majorer la pente maximale
de E ⊕2 F , e que nous venons de faire. 
Remarque 5.8. Soit N ∈ N\ {0} et E1, . . . , EN des brés vetoriels adéliques sur
Spec k. Alors on a
0 ≤ µ̂max
(
E1 ⊕2 · · · ⊕2 EN
)− max
1≤i≤N
{
µ̂max(Ei)
} ≤ 1
D
log max
1≤i≤N
{
∆(Ei)
} ·
Et, pour une somme direte plus générale omme dans le point 3) des propriétés 5.7,
on doit rajouter un
√
N devant le maximum des ∆(Ei). Ces généralisations se
démontrent en approhant haun des brés vetoriels adéliques Ei par un bré
hermitien Ei,ε. La pente maximale de la somme direte hermitienne des Ei,ε est le
maximum de haune des pentes maximales µ̂max(Ei,ε) et on proède alors omme
dans la démonstration i-dessus. Le nombre
√
N provient de la omparaison entre
les normes de ℓ2N et ℓ
∞
N .
Au  7, nous obtiendrons également une estimation de la pente maximale de la
ℓème puissane symétrique Sℓ(E).
5.2. Autres pentes. Soit E un bré vetoriel adélique sur Spec k, de dimension n.
La proposition 5.3 implique que l'intersetion de l'ensemble {(dimF, d̂egnF ) ; F ⊆
E} ave tout demi-plan supérieur est ni. L'enveloppe onvexe de et ensemble est
délimitée par une fontion ane par moreaux et onave PE : [0, n] → R. Les
sommets du graphe de PE sont atteints par des sous-brés adéliques de E. On a
PE(0) = 0 et PE(n) = d̂egnE. On note que si F ⊆ E alors, pour tout x ∈ [0, dimF ],
on a PF (x) ≤ PE(x).
Dénition 5.9. Pour i ∈ {1, . . . , n}, la ième pente normalisée de E, notée µ̂i(E),
est le nombre réel
µ̂i(E) := PE(i)− PE(i− 1) .
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De la sorte, on a
d̂egnE =
n∑
i=1
µ̂i(E) .
Soit ε > 0. Compte tenu de l'enadrement des normes de E en fontion de elles
du bré adélique hermitien Eε (voir (28)), on a
∀x ∈ [0, n], PEε(x) −
x
D
(
log∆(E) +D log(1 + ε)
) ≤ PE(x) ≤ PEε(x),
e qui implique
− i
D
(
log∆(E) +D log(1 + ε)
)
≤ µ̂i(E)− µ̂i(Eε) ≤ i− 1
D
(
log∆(E) +D log(1 + ε)
)
.
(36)
Cet enadrement se révèle partiulièrement préieux pour généraliser les propriétés
des pentes d'un bré adélique hermitien à un bré vetoriel adélique quelonque.
Par ailleurs, la onavité de PE entraîne la déroissane de la suite (µ̂i(E))1≤i≤n.
Lemme 5.10. On a
µ̂1(E) = µ̂max(E) .
Démonstration. Pour tout sous-bré F de E de dimension m, on a
d̂egnF ≤ PE(m) =
m∑
i=1
µ̂i(E) ≤ mµ̂1(E)
don µ̂n(F ) ≤ µ̂1(E), puis µ̂max(E) ≤ µ̂1(E). Inversement, si l'on hoisit pour
F le premier sommet non trivial de PE , on a µ̂1(E) = µ̂n(F ) et don µ̂1(E) ≤
µ̂max(E). 
Je ne sais pas si l'égalité µ̂n(E) = µ̂min(E) est vraie en général. Cependant on a
le résultat suivant qui assure l'égalité dans le as d'un bré vetoriel hermitien.
Lemme 5.11. Soit E un bré vetoriel adélique sur Spec k, de dimension n ≥ 1.
On a ∣∣µ̂n(E)− µ̂min(E)∣∣ ≤ n
D
log∆(E) ·
Il faut prendre garde à ne pas onfondre dans ette inégalité la nème pente µ̂n(E)
de E ave sa pente normalisée µ̂n(E).
Démonstration. Lorsque E est hermitien, nous montrerons un peu plus loin que
µ̂n(E) = −µ̂1(Ev) (voir propriété 5.14, (2)). Dans e as, l'égalité µ̂n(E) = µ̂min(E)
résulte des lemmes 5.6 et 5.10. Le as d'un bré vetoriel adélique quelonque s'en
déduit au moyen du bré hermitien Eε, de l'enadrement (36) et de la remarque 5.5.

Filtration anonique dans le as hermitien. Lorsque E est un bré adélique her-
mitien, les sous-brés de E qui orrespondent aux sommets du graphe de PE sont
uniques et ils forment une ltration de E.
Lemme 5.12. Soit E un bré adélique hermitien et i ∈ {1, . . . , n− 1} un point de
non-dérivabilité de PE. Alors il existe un unique sous-espae vetoriel Ei de E, de
dimension i, tel que d̂egnEi = PE(i).
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Démonstration. L'existene de Ei est une onséquene du fait qu'il n'y a qu'un
nombre ni de sous-espaes de E dont le degré adélique est plus grand qu'une
onstante. Pour montrer l'uniité, on raisonne par l'absurde et on suppose qu'il
existe Ei et E
′
i deux sous-espaes vetoriels distints de E, de même dimension i,
et de degrés adéliques égaux à PE(i). Soit δ1 := dim(Ei+E
′
i) et δ2 := dim(Ei∩E′i).
Par onavité de PE et omme δ1 6= i, on a
PE(δ1)− PE(i)
δ1 − i <
PE(i)− PE(δ2)
i− δ2
et don, ompte tenu de la relation δ1 − i = i− δ2, on a
(37) d̂egnEi + E
′
i + d̂egnEi ∩E′i ≤ PE(δ1) + PE(δ2) < 2PE(i) .
D'après la proposition 4.23 et omme E est hermitien, le membre de gauhe de (37)
est minoré par la somme d̂egnEi + d̂egnE
′
i = 2PE(i) et ei ontredit (37). 
Proposition 5.13. Soit E un bré adélique hermitien sur Spec k. Il existe une
unique ltration {0} = E0 ( E1 ( · · · ( Eg := E telle que, pour tout j ∈ {0, . . . , g},
on ait PE(dimEj) = d̂egnEj et {dimEj ; 1 ≤ j ≤ g − 1} est l'ensemble des points
de non-dérivabilité de la fontion PE .
Cette ltration est appelée ltration anonique, ou ltration d'Harder-
Narasimhan-Stuhler-Grayson.
Démonstration. Le lemme 5.12 montre l'existene et l'uniité des Ej . Il ne reste plus
qu'à prouver l'inlusion Ej ⊆ Ej+1. Elle repose exatement sur le même argument
que elui employé dans la preuve du lemme 5.12, appliqué aux sous-espaes Ej ,
Ej+1, Ej ∩Ej+1 et Ej + Ej+1. 
La démonstration donnée ii de l'existene et de l'uniité de la ltration a-
nonique dans le as hermitien s'adapte mal au as général en partie à ause de
la minoration du degré d'une somme de sous-espaes de E, qui fait intervenir la
distane adélique à l'espae hermitien (kn, |.|2). Cela empêhe les arguments de
onavité de PE de fontionner.
Propriétés 5.14. Soit L un bré en droites adélique et E un bré vetoriel
adélique.
1) Pour toute norme tensorielle adélique α d'ordre 2 et pour tout x ∈ [0, n],
on a
PE⊗αL(x) = PE(x) + xd̂egnL .
En partiulier, pour tout i ∈ {1, . . . , n}, on a
µ̂i(E ⊗α L) = µ̂i(E) + d̂egnL .
2) Pour tout i ∈ {1, . . . , n}, on a∣∣µ̂i(Ev) + µ̂n−i+1(E)∣∣ ≤ d̂egnL(E)− d̂egnJ(E) + nD log∆(E) .
3) Pour tout i ∈ {1, . . . , n}, on a
(38)
∣∣∣∣µ̂i(E)−minE2 maxE1 {µ̂n (E1/E2)}
∣∣∣∣ ≤ iD log∆(E)
oùE1 et E2 varient parmi les sous-espaes vetoriels de E vériantE2 ⊆ E1,
dimE1 ≥ i et dimE2 ≤ i− 1. On a aussi
(39)
∣∣∣∣µ̂i(E)−maxE1 minE2 {µ̂n (E1/E2)}
∣∣∣∣ ≤ iD log∆(E) .
PENTES DES FIBRÉS VECTORIELS ADÉLIQUES 35
Remarque 5.15. La diérene d̂egnL(E) − d̂egnJ(E) qui est dans l'estimation
2) est plus petite que
n
D log∆(E) (voir (29)), terme lui-même inférieur à n log(2n)
(voir (27)).
Démonstration. 1) Cela résulte diretement de la formule d̂egn(F ⊗αL) = d̂egnF +
(dimF )d̂egnL qui déoule de la proposition 5.2.
2) Pour tout sous-bré adélique ι : F →֒ E de dimension m, on a une suite exate
0→ ker ιv → Ev → F v → 0 et don (preuve de la proposition 4.22)∣∣∣d̂egnEv − d̂egnF v − d̂egnker ιv∣∣∣ ≤ d̂egnL(Ev)− d̂egnJ(Ev),
e qui entraîne
d̂egnF ≤ d̂egnker ιv + d̂egnL(Ev)− d̂egnJ(Ev)− d̂egnEv
grâe à la proposition 4.21. Le degré adélique normalisé de ker ιv est majoré par
PEv(n−m). De plus, la dualité J(Ev) = L(E)v entre les brés hermitiens de John
et Löwner donne
d̂egnL(E
v)− d̂egnJ(Ev) = d̂egnL(E)− d̂egnJ(E) .
On en déduit
PE(m) ≤ PEv (n−m) + d̂egnL(E)− d̂egnJ(E)− d̂egnEv .
En éhangeant les rles de E et de son dual, on a aussi la majoration
PEv(m) ≤ PE(n−m) + d̂egnL(E)− d̂egnJ(E)− d̂egnE .
Par dénition des pentes µ̂i, on a alors∣∣µ̂i(Ev) + µ̂n−i+1(E)∣∣ ≤ 2(d̂egnL(E)− d̂egnJ(E)) − (d̂egnE + d̂egnEv) ·
Au moyen de la proposition 4.9 et de l'inégalité v˜r(E)v˜r(Ev) ≤ ∆(E), analogue
à (27), l'on déduit
d̂egnL(E)− d̂egnJ(E)−
(
d̂egnE + d̂egnE
v
)
= d̂egnL(E) + d̂egnL(E
v)−
(
d̂egnE + d̂egnE
v
)
≤ n
D
log∆(E) .
On notera au passage l'égalité PE(m) = PEv(n −m) + d̂egnE obtenue lorsque E
est hermitien.
3) On ommene par établir l'égalité
(40) µ̂i(E) = min
E2
max
E1
{
µ̂n
(
E1/E2
)}
lorsque E est un bré adélique hermitien. On note α le minimax du membre de
droite. Soit E2 ⊆ E1 de dimensions respetives n2 et n1. On suppose n2 ≤ i−1 < n1.
D'après la proposition 4.22, on a
µ̂n
(
E1/E2
)
≤ PE(n1)− d̂egnE2
n1 − n2
et don d̂egnE2 ≤ PE(n1) − (n1 − n2)α puis PE(n2) ≤ PE(n1) − (n1 − n2)α.
Inversement, on a
d̂egnE1 − PE(n2)
n1 − n2 ≤ µ̂n
(
E1/E2
)
≤ max
E1
{
µ̂n
(
E1/E2
)}
et don PE(n1) ≤ PE(n2) + (n1 − n2)α. Ainsi, pour tout n2 < i ≤ n1, on a
PE(n1) = PE(n2) + (n1 − n2)α
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et don, par dénition, α = µ̂i(E). Le passage au as général s'eetue au moyen
du bré Eε assoié à E et pour un nombre réel ε > 0 donné (voir (28)). On observe
que
− 1
D
(
log∆(E) +D log(1 + ε)
)
+ µ̂n
(
E1/E2, |.|ε,E
)
≤ µ̂n
(
E1/E2
)
≤ µ̂n
(
E1/E2, |.|ε,E
)
puis, ave la formule (40),
− 1
D
log∆(E)− log(1 + ε) + µ̂i(Eε) ≤ min
E2
max
E1
{
µ̂n
(
E1/E2
)}
≤ µ̂i(Eε) ·
Ce qui entraîne l'enadrement annoné de µ̂i(E) via l'estimation (36) et en faisant
tendre ε vers 0. L'inégalité (39) s'obtient de la même manière. 
5.3. Fibrés adéliques semi-stables.
Dénition 5.16. Un bré vetoriel adélique E est dit semi-stable si toutes les
pentes µ̂i(E), 1 ≤ i ≤ n, sont égales.
De manière équivalente, le bré E est semi-stable si µ̂1(E) est la pente normalisée
µ̂n(E) de E, ou si, pour tout m ∈ [0, n], PE(m) = mµ̂n(E) ou bien enore si
µ̂max(E) = µ̂n(E) (ar la somme des µ̂i(E) égale d̂egnE = nµ̂n(E)). En vertu de la
première des propriétés 5.14, le bré E est semi-stable si et seulement si, pour tout
bré en droites adélique L sur Spec k, le produit tensoriel E ⊗ L est semi-stable.
Par ailleurs, omme l'a mentionné J.-B. Bost dans [6℄, l'on dispose de onditions
susantes pour vérier la semi-stabilité de E.
Proposition 5.17. Supposons qu'il existe un sous-groupe G de GL(E) ayant les
propriétés suivantes :
(i) tout élément ϕ ∈ G induit une isométrie de Ev en toutes les plaes v de k,
(ii) pour tout sous-espae vetoriel E′ de E, si l'orbite {ϕ(E′) ; ϕ ∈ G} est nie
alors E′ = 0 ou E′ = E.
Alors E est semi-stable. Lorsque E est hermitien, ette même onlusion reste valide
en remplaçant l'hypothèse (ii) par la ondition plus faible
(ii)' si, pour tout ϕ ∈ G, on a ϕ(E′) = E′ alors E′ = 0 ou E′ = E (l'ation de
G sur E est irrédutible).
Démonstration. La ondition (i) implique que, pour tout E′ ⊆ E, on a d̂egE′ =
d̂egϕ(E′). En partiulier, si E′ est un sommet du polygone anonique onstruit
ave PE , il en est de même pour ϕ(E
′) et l'orbite de E′ sous l'ation de G est
nie. L'hypothèse (ii) entraîne alors E′ = {0} ou E′ = E, e qui signie que E
est semi-stable. Dans le as hermitien, la proposition 5.13 donne l'uniité des sous-
brés vetoriels adéliques de E qui forment les sommets du graphe de PE . On a
don ϕ(E′) = E′ et l'hypothèse (ii)' sut alors pour onlure à la semi-stabilité de
E. 
La géométrie d'Arakelov fournit une famille d'exemples de brés vetoriels hermi-
tiens semi-stables, lorsque k est un orps de nombres. En eet, soit X une variété
abélienne dénie sur k, munie d'un bré en droites L ample et symétrique. Soit
(X ,L) un modèle de Moret-Bailly de (X,L), au sens du  4.3.1 de [5℄. Sans en-
trer dans les détails, rappelons que X est un shéma en groupes semi-stable sur
l'anneau des entiers d'une extension nie K de k, de bre générique A ⊗ K et
L est un bré hermitien ubiste, de bre générique LK . L'espae des setion glo-
bales H0(X ,L) est un OK-module projetif de type ni. Les métriques sur L le
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munissent de métriques hermitiennes aux plaes arhimédiennes de K, e qui lui
onfère alors une struture de bré adélique hermitien H0(X,L) sur K. Au moyen
du groupe de Mumford qui agit irrédutiblement sur H0(X,L), J.-B. Bost a montré
que H0(X,L) est semi-stable (et on l'on onnaît même une expression de sa pente
normalisée, voir le théorème 4.2 de [6℄, ainsi que le théorème 2.10, ii), de [18℄ et
aussi le dernier paragraphe).
5.4. Minima suessifs adéliques. Comme le montre le travail de T. Borek [3℄
dans le as des brés vetoriels hermitiens sur SpecOk, les pentes de E telles que
nous venons de les dénir sont étroitement liées aux minima suessifs adéliques de
E. Si a = (av)v est un élément de kA, on note B(E, a) l'ensemble
B(E, a) = {(xv)v ∈ EA ; ‖xv‖E,v ≤ |av|v pour toute plae v de k}
(ainsi B(E, 1) = B(E)).
Dénition 5.18. Soit E un bré vetoriel adélique sur Spec k, de dimension n.
Pour i ∈ {1, . . . , n}, le ième minimum relatif à E, que l'on notera λi(E), est la borne
inférieure de l'ensemble des nombres réels positifs de la forme |a|A où a ∈ kA est
tel que E ∩ B(E, a) ontienne i veteurs k-linéairement indépendants.
Ces nombres λi(E) dépendent a priori du orps k. Si k est un orps de nombres, il
arrive souvent que l'on se restreigne à des éléments a de la forme (λ, . . . , λ, 1, . . .) où
λ ∈ R+ aux plaes arhimédiennes de k, omme le font par exemple E. Bombieri &
J. Vaaler [2℄. Les puissanes Dèmes de leurs minima sont don plus grands que eux
onsidérés ii. La dénition donnée ii est empruntée à l'artile de J.L. Thunder [38℄.
On notera que
λ1(E) ≤ · · · ≤ λn(E)
et que, si E′ est un sous-bré adélique de E alors λi(E) ≤ λi(E′) pour tout i ∈
{1, . . . , dimE′}. De plus, on a
(41) λi(Eε) ≤ λi(E) ≤ ∆(E)(1 + ε)Dλi(Eε) .
Existe alors une variante du seond théorème de Minkowski.
Théorème 5.19. Le produit des minima suessifs de E vérie
λ1(E) · · ·λn(E) ≤ κn covol(E)
vol(B(E))
vr(E)n
où κ = 2[k:Q] si k est un orps de nombres et κ = q si k est un orps de fontions.
Ii, vol désigne une mesure de Haar quelonque sur EA et covol(E) est la mesure
de l'espae quotient EA/E, relative à vol.
Dans le as d'un orps de nombres, le théorème est établi dans [2℄ (modulo la
remarque i-dessus sur les dénitions légèrement diérentes des minima, diérene
qui joue en notre faveur). Pour un orps de fontions, on onsultera [38℄, orollaire 1.
Ces deux référenes traitent seulement le as d'un bré vetoriel hermitien (.-à-d.
vr(E) = 1). Le as général s'en déduit au moyen du bré de John J(E) en observant
que λi(E) ≤ λi(J(E)) et en utilisant la dénition de vr(E).
Il est possible d'obtenir également une minoration du produit de es minima
en observant que, pour tout ε > 0, il existe des éléments a1(ε), . . . , an(ε) ∈ kA et
une base (e1(ε), . . . , en(ε)) de E tels que, pour tout i ∈ {1, . . . , n}, on a |ai(ε)|A ∈
[λi(E), λi(E) + ε] et, pour toute plae v de k, ‖ei(ε)‖v ≤ |ai(ε)|v. De e fait, le
volume de la boule unité de E  volume relatif à la mesure de Haar µEA dénie
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au paragraphe 2.1  est minoré
(42) vol(B(E)) ≥ voln(b1n,R)r1(2n vol2n(b1n,C))r2
∏
v,i
‖ei(ε)‖nvv
−1
ar, pour tout x =
∑n
i=1 xiei(ε) ∈ E ⊗ kv, on a
‖x‖E,v ≤
{
max
1≤i≤n
{|xi|v‖ei(ε)‖v} si v est ultramétrique∑n
i=1 |xi|v‖ei(ε)‖v si v est arhimédienne
et la formule (22) permet de aluler le degré de E muni des métriques à droite.
L'estimation (42) entraîne (ave ε→ 0)
(43)
λ1(E) · · ·λn(E)vol(B(E))
covol(E)
≥
{
2nDπnr2
(n!)r1(2n!)r2 |Dk|n/2
si k est un orps de nombres,
q−n(g(k)−1) si k est un orps de fontions.
Les quantités qui sont à droite proviennent des formules (4) et (5) ainsi que du
hoix de la mesure µ sur kA dénie au paragraphe 2.1. Dans le as d'un orps de
nombres, ette minoration est la même que elle de E. Bombieri & J. Vaaler [2℄,
théorème 6.
Comme nous l'avons dit, le lien entre es minima et les pentes de E a été pré-
isé par T. Borek [3℄. L'énoné suivant est une généralisation aux brés vetoriels
adéliques.
Théorème 5.20. Soit E un bré vetoriel adélique sur Spec k, de dimension n.
Posons
C(n, k) :=
1
D
log
κn covol(kn)
volB(kn, |.|2)
où κ est la onstante qui intervient dans le théorème 5.19. Alors, pour tout i ∈
{1, . . . , n}, on a
− i
D
log∆(E) ≤ µ̂i(E) + 1
D
logλi(E) ≤ i
n
C(n, k) +
i
D
log∆(E) ·
Nous n'allons pas refaire la preuve de et énoné qui  dans le as hermitien
 est l'objet du travail [3℄ de T. Borek. Même si e dernier ne onsidère que des
brés vetoriels hermitiens sur SpecOk, les méthodes de et artile se généralisent
au adre adélique ar, omme nous l'avons vu, les degrés et les pentes dénis ii
donnent les mêmes invariants que eux dénis habituellement pour E → SpecOk.
De plus, l'on dispose également de la ltration anonique assoiée à un bré adé-
lique hermitien, qui est l'outil essentiel dans [3℄. Le as général d'un bré vetoriel
adélique quelonque se traite à partir du as hermitien au moyen du bré hermitien
Eε et des enadrements (36) et (41). On peut mentionner la formule asymptotique
C(n, k) = n2 logn + O(n) lorsque n → +∞ (le orps k étant xé), formule qui
s'obtient au moyen de la mesure µ dénie au  2.1 et des formules (4) et (5).
6. Inégalités de pentes
L'objetif de e paragraphe est de omparer les degrés et les pentes de brés
vetoriels adéliques reliés entre eux par une appliation linéaire. En réalité nous
avons déjà omparé de telles données lorsque l'appliation sous-jaente est une
inlusion.
Dénition 6.1. Soit E,F des brés vetoriels adéliques sur Spec k et ϕ : E → F
une appliation k-linéaire. La hauteur de ϕ relative à E et F , notée h(E,F ;ϕ) ou,
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plus simplement, h(ϕ) s'il n'y a pas d'ambiguïté, est la somme
h(E,F ;ϕ) :=
1
D
∑
v
nv log ‖ϕ‖v ·
La norme ‖ϕ‖v est la norme d'opérateur de l'appliation induite ϕv : E ⊗k kv →
F ⊗k kv et la somme i-dessus ne omporte qu'un nombre ni de termes non nuls.
La formule du produit assure l'invariane par multipliation par un salaire non
nul :
∀λ ∈ k \ {0}, h(E,F ;λϕ) = h(E,F ;ϕ) ·
La hauteur est invariante par extension nie K du orps de base k :
h(EK , FK ;ϕK) = h(E,F ;ϕ)
ar la norme d'opérateur de ϕ en une plae w de K est égale à elle en la plae v
de k orrespondante et ar
∑
w|v [Kw : kv] = [K : k]. De plus, il est utile de noter
les deux enadrements suivants :
(44) − log(1 + ε)− 1
D
log∆(E) + h(E,F ;ϕ) ≤ h(E,F ε;ϕ) ≤ h(E,F ;ϕ)
et
(45) h(E,F ;ϕ) ≤ h(Eε, F ;ϕ) ≤ h(E,F ;ϕ) + 1
D
log∆(E) + log(1 + ε) ·
Lemme 6.2. Si ϕ : E → F est un isomorphisme entre deux droites vetorielles
alors
d̂egnE = d̂egnF + h(E,F ;ϕ) .
La raison en est que, pour tout x ∈ Ev \ {0}, on a ‖ϕ‖v = ‖ϕ(x)‖F,v/‖x‖E,v.
On onlut au moyen du lemme 4.4 par exemple. En partiulier, si E et F sont
des brés adéliques hermitiens (de dimension quelonque), et si ϕ : E → F est un
isomorphisme, le lemme 4.5 entraîne
(46) d̂egnE = d̂egnF + h(detE, detF ; detϕ) ·
Lemme 6.3. Si ϕ : E → F est un isomorphisme alors les pentes normalisées de
E et F vérient
(47) µ̂n(E) ≤ µ̂n(F ) + h(E,F ;ϕ) ·
Démonstration. On peut supposer E = F = kn et ϕ s'identie à une matrie de
GLn(k). En toute plae v de k, on a l'inlusion{
x ∈ knv ; ‖x‖E,v ≤
1
‖ϕ‖v
}
⊆ {x ∈ knv ; ‖ϕ(x)‖F,v ≤ 1} ·
Ce qui, pour une mesure de Haar volv quelonque sur k
n
v , entraîne(
1
‖ϕ‖v
)nvn volv(B(knv , ‖.‖E,v))
volv(B(knv , |.|2,v))
≤ volv(B(k
n
v , ‖.‖F,v))
volv(B(knv , |.|2,v))
| detϕ|−nvv ·
L'inégalité souhaitée s'en déduit au moyen de la formule du produit appliquée à
detϕ ∈ k \ {0}. 
Lemme 6.4. Soit E,F des brés vetoriels adéliques et ϕ : E → F une appliation
linéaire. Si ϕ est injetive alors
(48) µ̂max(E) ≤ µ̂max(F ) + h(ϕ) .
Remarque 6.5. La onvention µ̂(0) = −∞ trouve une justiation ii ar l'on
peut hoisir E = {0} dans et énoné.
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Démonstration. Soit E′ ⊆ E. On pose F ′ = ϕ(E′), espae vetoriel sur k que l'on
munit des métriques induites par F . Ainsi, grâe à l'hypothèse d'injetivité, ϕ induit
un isomorphisme ϕ
|F ′
|E′ entre E
′
et F ′. La majoration du lemme préédent donne
alors
µ̂n(E′) ≤ µ̂n(F ′) + h
(
E′, F ′;ϕ
|F ′
|E′
)
≤ µ̂max(F ) + h(E,F ;ϕ) .
On hoisit alors onvenablement E′ pour obtenir la pente maximale de E à gauhe.

Il y a plusieurs façons d'étendre ette inégalité. La première  qui est ÷ur de
e que l'on appelle méthode des pentes  onsiste à onsidérer une ltration
0 = FN ⊆ FN−1 ⊆ · · · ⊆ F0 := F
d'un espae F par des k-espaes vetoriels Fi. On ne suppose pas que F est muni
d'une struture de bré vetoriel adélique. En revanhe, haun des espaes quo-
tients Gi := Fi−1/Fi, 1 ≤ i ≤ N , est muni de normes ‖.‖i,v aux plaes de k telles
que (Gi, (‖.‖i,v)v) soit un bré vetoriel adélique. Soit E un bré vetoriel adélique
sur Spec k de dimension n et ϕ : E → F une appliation k-linéaire. On pose
∀ i ∈ {1, . . . , N + 1}, Ei := ϕ−1(Fi−1) .
Chaun des espaes Ei est pourvu de la struture adélique Ei induite par E. On
pose EN+1 := {0}. Soit ϕi : Ei → Gi la omposée de la restrition de ϕ à Ei et de
la projetion anonique Fi−1 → Fi−1/Fi.
Proposition 6.6. Ave les notations i-dessus, si ϕ est injetive alors
(49) µ̂n(E) ≤
N∑
i=1
dim(Ei/Ei+1)
n
{
µ̂max(Gi) + h(Ei, Gi;ϕi)
}
+
1
D
log vr(E) ·
Cette majoration n'est pas tout à fait une généralisation du lemme 6.4 à ause
du terme
1
D log vr(E) qui subsiste même lorsque N = 1.
Démonstration. Chaune des appliations ϕi se fatorise en une injetion ϕ˜i :
Ei/Ei+1 →֒ Gi à laquelle l'on peut appliquer le lemme 6.4. On a don en par-
tiulier
d̂egn
(
Ei/Ei+1
)
≤ dim (Ei/Ei+1)
{
µ̂max(Gi) + h(Ei/Ei+1, Gi; ϕ˜i)
}
≤ dim (Ei/Ei+1)
{
µ̂max(Gi) + h(Ei, Gi;ϕi)
}
.
La diulté est que le degré du quotient à gauhe n'est pas en général la diérene
des degrés sauf si Ei est hermitien (voir proposition 4.22). Autrement dit, si E est
hermitien, la proposition est établie en sommant les inégalités i-dessus de i = 1 àN .
Le as général s'en déduit alors en appliquant l'inégalité (49) à J(E) et en utilisant
la proposition 4.9 ainsi que la majoration h((Ei, |.|J(E)), Gi;ϕi) ≤ h(Ei, Gi;ϕi). 
Une autre façon de généraliser le lemme 6.4 est de onsidérer des pentes autres
que la pente maximale, et même de supprimer l'hypothèse d'injetivité de ϕ, au
prix de quelques modiations données dans l'énoné suivant.
Proposition 6.7. Soit E,F des brés vetoriels adéliques et ϕ : E → F une
appliation k-linéaire. Alors, pour tout entier i ≥ 1 inférieur au rang de ϕ, la pente
µ̂i+dimkerϕ(E) est inférieure à
µ̂i(F ) +
i
D
log∆(F ) +
(i + dimkerϕ)
D
log∆(E) + h(E,F ;ϕ) ·
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Démonstration. On ommene par montrer que
µ̂i+dimkerϕ(E) ≤ µ̂i(F ) + h(E,F ;ϕ)
lorsque E et F sont hermitiens. Tout d'abord, montrons que l'on peut supposer que
ϕ est injetive. En eet, le quotientE/ kerϕ s'injete dans F . Grâe à la formule (38)
du minimax (qui est une égalité dans le as hermitien), pour tout ǫ > 0, il existe un
sous-bré adélique hermitien Eǫ de E, de dimension inférieure à dim kerϕ + i − 1
et ontenant kerϕ, tel que
µ̂max
(
E/ kerϕ
Eǫ/ kerϕ
)
≤ µ̂i
(
E/ kerϕ
)
+ ǫ .
Or l'appliation p : E/Eǫ → (E/ kerϕ)/(Eǫ/ kerϕ) est un isomorphisme de hauteur
négative ar la norme d'opérateur de p est plus petite que 1 en haque plae de k.
La pente maximale de (
E/ kerϕ
Eǫ/ kerϕ
)
est don supérieure à elle de E/Eǫ par le lemme 6.4, elle-même plus grande que
µ̂i+dimkerϕ(E) toujours en vertu de la formule (38). On peut alors faire tendre ǫ
vers 0 et onstater que
µ̂i+dimkerϕ(E) ≤ µ̂i
(
E/ kerϕ
)
·
Comme h(E/ kerϕ, F ;ϕ) ≤ h(E,F ;ϕ), il sut don bien de traiter le as
kerϕ = {0}. Dans e as, on utilise à nouveau la formule (38) en observant que
si E2 ⊆ E1 ⊆ E ave dimE1 ≥ i > dimE2 alors ϕ(E2) ⊆ ϕ(E1) ⊆ F ave
dimϕ(E1) ≥ i > dimϕ(E2). La pente maximale de E/E2 est à la fois plus petite que
µ̂max(F/ϕ(E2)) + h(E,F ;ϕ) (lemme 6.4) et plus grande que µ̂i(E) (formule (38)).
D'où l'on déduit µ̂i(E) ≤ µ̂i(F ) + h(E,F ;ϕ) en faisant varier E2, l'espae ϕ(E2)
parourant les sous-espaes vetoriels de ϕ(E) de dimension inférieure à i− 1.
Une fois la majoration établie dans le as hermitien, on l'applique aux brés
adéliques hermitiens Eε et F ε (introduits après les relations (28)), puis l'on utilise
l'enadrement (36) ainsi que les évaluations (44) et (45) de la hauteur de ϕ pour
en déduire le as général. 
Corollaire 6.8. Soit E,F des brés vetoriels adéliques et ϕ : E → F une appli-
ation k-linéaire. On note m la dimension de F . Si ϕ est surjetive alors la pente
maximale µ̂max(F ) est inférieure à
d̂egnF − (m− 1)µ̂min(E) + (m− 1)h(E,F ;ϕ) +
m
D
log
(
∆(E)∆(F )
) ·
Démonstration. Des formules d̂egnF =
∑m
i=1 µ̂i(F ) et µ̂1(F ) = µ̂max(F )
(lemme 5.10) l'on déduit la majoration
(50) µ̂max(F ) ≤ d̂egnF − (m− 1)µ̂m(F ) .
La proposition 6.7 appliquée ave i = m = rgϕ fournit une minoration de µ̂m(F )
qui est trop faible pour prouver le orollaire à ause des termes d'erreurs qui se sont
ajoutés. On va don ommener par utiliser l'estimation (50) ave le bré hermitien
F ε onstruit à la suite de (28) au lieu de F . On a vu que µ̂max(F ) ≤ µ̂max(F ε)
(voir e qui suit la dénition 5.4) et la proposition 6.7 appliquée au morphisme
ϕ : Eε → F ε et i = m = rgϕ fournit la minoration
µ̂m(F ε) ≥ µ̂n(Eε)− h(Eε, F ε;ϕ) .
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On obtient ainsi
µ̂max(F ) ≤ µ̂max(F ε) ≤ d̂egnF ε − (m− 1)µ̂m(F ε)
≤ d̂egnF ε − (m− 1)µ̂n(Eε) + (m− 1)h(Eε, F ε;ϕ) .
(51)
D'après l'observation (28), on a d̂egnF ε ≤ d̂egnF + mD log∆(F ) +m log(1 + ε). De
plus, les estimations (44) et (45) pour la hauteur donnent
h(Eε, F ε;ϕ) ≤ h(Eε, F ;ϕ) ≤ h(E,F ;ϕ) + 1
D
log∆(E) + log(1 + ε) .
Enn, grâe au lemme 5.11 pour le bré hermitien Eε, on a
µ̂n(Eε) = min
E′(E
µ̂n(E/E
′, |.|ε) ≥ min
E′(E
µ̂n(E/E
′, ‖.‖E) = µ̂min(E) .
La majoration souhaitée pour la pente maximale µ̂max(F ) déoule de es estimations
que l'on reporte dans la majoration (51), en faisant tendre ensuite ε vers 0. 
7. Pentes maximales des puissanes symétriques
L'objetif de e paragraphe est de montrer l'énoné suivant.
Théorème 7.1. Soit E un bré adélique hermitien de dimension n ≥ 1. Pour tout
entier ℓ ≥ 0, la pente maximale de la ℓème puissane symétrique Sℓ(E) vérie
1) si k est un orps de fontions alors on a µ̂max(S
ℓ(E)) = ℓµ̂max(E).
2) si k est un orps de nombres alors
0 ≤ µ̂max(Sℓ(E))− ℓµ̂max(E) ≤ 2ℓn logn .
Avant d'eetuer la démonstration de e théorème, rassemblons deux énonés
préparatoires, d'intérêt indépendant.
Pour i = (i1, . . . , in) ∈ Nn, on note |i| la longueur de i dénie par |i| := i1+· · ·+in
et i! := i1! · · · in!. Étant donné ℓ ∈ N, si A est la matrie d'un endomorphisme u
dans une base (e1, . . . , en) de k
n
, la matrie Sℓ(A) est elle qui représente Sℓ(u)
dans la base ei11 · · · einn , où les n-uplets (i1, . . . , in) ∈ Nn sont de longueur ℓ et
ordonnés lexiographiquement.
Lemme 7.2. Soit v une plae de k et uv un endomorphisme de k
n
v . On suppose
knv muni de la norme |.|2,v et on note ‖.‖v la norme d'opérateur des endomor-
phismes de (knv , |.|2,v) si v est ultramétrique ou la norme de Hilbert-Shmidt si v
est arhimédienne.
(i) Si uv est un isomorphisme alors
(52) ‖u−1v ‖v ≤
‖uv‖n−1v
| detuv|v ·
(ii) Pour tout entier naturel ℓ, on a
detSℓ(uv) = (det uv)
(ℓ+n−1n ) ·
Éléments de démonstration. (i) En une plae nie v, si l'on note Av la matrie qui
représente uv dans la base anonique de k
n
v , l'estimation (52) est la onséquene
de la formule matriielle A−1v =
tcomAv
detAv
où
tcomAv désigne la transposée de la
omatrie de Av. Si v est arhimédienne, on observe que la norme de Hilbert-
Shmidt ‖uv‖v est la raine arrée de la somme des valeurs propres de l'opérateur
hermitien
tuvuv qui est déni positif. En remarquant que
tuvuv et uv
tuv ont le
même spetre λ1 ≤ · · · ≤ λn, l'inégalité (52) n'est rien d'autre que(
n∑
i=1
λ−1i
)
(λ1 · · ·λn) ≤
(
n∑
i=1
λi
)n−1
.
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(ii) Pour démontrer ette formule, on peut par exemple hoisir une base trigo-
nalisante de uv dans une extension algébrique de kv et observer que le monme
symétrique
∏
|i|=ℓX
i1
1 · · ·X inn égale (X1 · · ·Xn)(
ℓ+n−1
n )
. 
Le seond lemme requiert deux notations supplémentaires. On pose
(53) δ :=
{
0 si k est un orps de fontions
1 si k est un orps de nombres
et, pour n, ℓ ∈ N, on dénit
γn,ℓ :=
∏
|i|=ℓ
ℓ!
i!
(
ℓ+n−1
n−1 )
−1
(dans e produit, i ∈ N
n
).
On onnaît une estimation asymptotique du logarithme de γn,ℓ lorsque ℓ→ +∞ et
n xé, que l'on peut érire en fontion des nombres harmoniques Hn :=
∑n
i=1
1
i . La
quantité log γn,ℓ est alors égale à (Hn− 1)(ℓ+o(ℓ)) lorsque ℓ→ +∞ (voir annexe).
Lemme 7.3. Soit ℓ ∈ N \ {0} et E un bré vetoriel adélique de dimension n ≥ 1.
Alors, pour toute norme tensorielle adélique hermitienne α d'ordre ℓ, on a∣∣∣∣µ̂n (Sℓα(E))− ℓµ̂n(E)− δ2 log γn,ℓ
∣∣∣∣ ≤ ℓD log∆(E) .
Démonstration. Supposons dans un premier temps que E est hermitien. Dans e
as, on peut omettre la référene à α dans la notation Sℓα(E) (qui n'en dépend pas,
ar α est hermitienne). Il s'agit de montrer que
µ̂n
(
Sℓ(E)
)
= ℓµ̂n(E) +
δ
2
log γn,ℓ .
Quitte à xer une k-base de E, on peut identier E à kn. Il existe une matrie
adélique A = (Av)v ∈ GLn(kA) telle que, pour toute plae v de k et tout x ∈ knv ,
on ait ‖x‖E,v = |Av.x|2,v. Les métriques sur Sℓ(E) sont déterminées par Sℓ(A),
au sens où Sℓ(E) est l'image par Sℓ(A) du bré adélique hermitien Sℓα(k
n, |.|2).
L'égalité (46) et le lemme 4.4 entraînent alors
d̂egnS
ℓ(kn, |.|2) = d̂egnSℓ(E) +
1
D
∑
v
nv log
1
|detSℓ(Av)|v
·
Le lemme 7.2 (ii) permet de aluler le déterminant de Sℓ(Av). En observant que
dimSℓ(E) =
(
ℓ+n−1
n−1
)
et en appliquant à nouveau l'égalité (46) à E et (kn, |.|2), on
obtient
µ̂n
(
Sℓ(E)
)
= ℓµ̂n(E) + µ̂n
(
Sℓ(kn, |.|2)
)
.
Ce dernier terme donne la ontribution
1
2 log γn,ℓ aux (éventuelles) plaes arhimé-
diennes de k. Cei est une onséquene du alul loal suivant. Soit v une plae de k.
Si (e1, . . . , en) désigne la base anonique de k
n
alors, pour tout i = (i1, . . . , in) ∈ Nn,
la norme de l'élément ei11 · · · einn ∈ Sℓ (kn, |.|2) vaut (i!/ℓ!)1/2 si v est arhimédienne
et 1 sinon (voir  3.3). La formule souhaitée étant établie dans le as hermitien, le
passage au as général s'eetue grâe aux brés de John et Löwner assoiés à E,
en observant que Sℓ(L(E))  Sℓα(E)  Sℓ(J(E)). On obtient alors
− ℓ
D
log vr(E) ≤ µ̂n
(
Sℓα(E)
)− ℓµ̂n(E)− δ
2
log γn,ℓ ≤ ℓ
D
log v˜r(E)
(voir (26) et la proposition 4.9). On onlut au moyen de la majoration
max {vr(E), v˜r(E)} ≤ ∆(E) (voir (27)). 
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Démonstration du théorème 7.1. La première inégalité ℓµ̂max(E) ≤ µ̂max(Sℓ(E))
est une onséquene direte du lemme 7.3 (as hermitien) :
∀F ⊆ E, ℓµ̂n(F ) ≤ µ̂n(Sℓ(F )) ≤ µ̂max(Sℓ(E)) .
Le résultat se déduit de la dénition de la pente maximale de E. Montrons main-
tenant que
µ̂max(S
ℓ(E))− ℓµ̂max(E) ≤ 2ℓδn logn
(δ est déni par (53)). D'après le lemme de Siegel absolu 4.14, pour tout ε > 0, il
existe une k-base e1, . . . , en de E ⊗ k telle que
hE(e1) + · · ·+ hE(en) + d̂egn detE ≤
δn
2
logn+ ε .
On peut supposer que les veteurs e1, . . . , en sont dénis sur une extension nie K
de k. Soit E0 le bré adélique hermitien dont l'espae sous-jaent E0 est EK et dont
la norme d'un veteur x =
∑
i xiei ∈ E⊗kCv en une plae w deK au-dessus de v est
(
∑
i |xi|2v‖ei‖2E,v)1/2 si w est arhimédienne et maxi {|xi|v‖ei‖E,v} sinon. Comme
E0 et EK sont des brés hermitiens ave le même espae sous-jaent, il existe une
matrie Σ = (Σw)w ∈ GL(E ⊗k KA) telle que EK = Σ.E0 (au sens donné peu
après la dénition du degré adélique, voir (22)). On note enore Σ : E0 → EK
l'appliation identique. Cet abus de notation se justie par le fait que les normes
d'opérateur ou de Hilbert-Shmidt de l'appliation x ∈ E0⊗Kw 7→ x ∈ E⊗Kw sont
elles de Σw pour toute plae w de K. En appliquant le lemme 6.4 à l'appliation
inverse de Sℓ(Σ) : Sℓ(E0)→ Sℓ(EK), on obtient :
µ̂max
(
Sℓ(E)
)
= µ̂max
(
Sℓ(EK)
) ≤ µ̂max (Sℓ(E0))+ h (Sℓ(Σ−1))
≤ µ̂max
(
Sℓ(E0)
)
+ ℓh
(
Σ−1
) ·
Évaluons haun des termes du membre de droite de ette inégalité. La pente maxi-
male de Sℓ(E0) se alule en observant que S
ℓ(E0) est la somme direte orthogonale
des espaesK.ei11 · · · einn pour i := (i1, . . . , in) de longueur ℓ. D'après la propriété 5.7,
2), on a
µ̂max
(
Sℓ(E0)
)
= max
|i|=ℓ
{
d̂egn(K.e
i1
1 · · · einn )
}
= max
|i|=ℓ

n∑
j=1
ij µ̂max(K.ej) +
δ
2
log
ℓ!
i1! · · · in!
 ·
On en déduit
µ̂max
(
Sℓ(E0)
) ≤ ℓ max
1≤i≤n
{
µ̂max(K.ei)
}
+
δℓ
2
logn
= ℓµ̂max(E0) +
δℓ
2
logn .
Le lemme 6.4 appliqué à Σ : E0 → EK donne µ̂max(E0) ≤ µ̂max(E) + h(Σ). La
hauteur h(Σ) est majorée par δ2 logn ar ‖Σ‖w ≤
√
n si w est arhimédienne et
‖Σ‖w ≤ 1 sinon. On obtient ainsi
µ̂max
(
Sℓ(E0)
) ≤ ℓ (µ̂max(E) + δ logn) .
Par ailleurs, en e qui onerne la hauteur de Σ−1, on applique la majoration (52)
du lemme 7.2. Compte tenu de l'estimation des normes de Σ, on en déduit la
majoration
h
(
Σ−1
) ≤ δ(n− 1) log√n− 1
D
∑
w plae de K
nw log | detΣw|w ·
PENTES DES FIBRÉS VECTORIELS ADÉLIQUES 45
L'égalité (46) obtenue à la suite du lemme 6.2 montre que ette dernière somme
est aussi la diérene des degrés adéliques d̂egnE − d̂egnE0, qui vaut d̂egn detE +
hE(e1) + · · ·+ hE(en) ar E est hermitien et le degré de E0 se alule au moyen de
la formule (22). Cette quantité est inférieure à
δn
2 logn+ ε en vertu du hoix de la
base (e1, . . . , en). La synthèse de es informations onduit à l'estimation :
µ̂max
(
Sℓ(E)
) ≤ ℓ (µ̂max(E) + δ logn)+ ℓ(δ(n− 1) log√n+ δn
2
logn+ ε
)
≤ ℓ
(
µ̂max(E) +
(
n+
1
2
)
δ logn+ ε
)
·
Dans ette inégalité, on peut faire tendre ε vers 0 et l'on obtient le résultat voulu.

Corollaire 7.4. Pour tout entier ℓ ≥ 1, pour toute norme tensorielle adélique
hermitienne α d'ordre ℓ et tout bré vetoriel adélique E sur Spec k, on a
− ℓ
D
log∆(E) ≤ µ̂max
(
Sℓα(E)
)− ℓµ̂max(E) ≤ ℓ(2nδ logn+ 1
D
log∆(E)
)
.
Démonstration. En vertu du lemme 7.3, pour tout sous-bré adélique F ⊆ E, on a
ℓµ̂n(F ) ≤ µ̂n
(
Sℓα(F )
)
+
ℓ
D
log∆(F ) et ∆(F ) ≤ ∆(E) .
A priori les métriques sur Sℓα(F ) ne sont pas les restritions des métriques de S
ℓ
α(E)
à Sℓ(F ). Toutefois, d'après la proposition 2.12, on a (F⊗ℓ, ‖.‖
E
⊗αℓ)  F⊗αℓ, d'où
l'on déduit
(Sℓ(F ), ‖.‖Sℓα(E))  S
ℓ
α(F ) puis µ̂n
(
Sℓα(F )
) ≤ µ̂max (Sℓα(E)) .
La première inégalité du orollaire 7.4 en déoule. Pour la seonde estimation, on
applique le théorème 7.1 au bré adélique hermitien Eε (voir (28)). Comme Eε  E,
on en déduit Sℓ(Eε)  Sℓα(E) (lemme 4.3) et don
µ̂max
(
Sℓα(E)
) ≤ µ̂max (Sℓ(Eε)) .
D'autre part, omme nous l'avons mentionné à la suite de la dénition 5.4, la pente
maximale de Eε est majorée par elle de E plus log(1+ε)+
1
D log∆(E). Le résultat
s'ensuit en faisant tendre ε vers 0. 
Remarque 7.5. Si k est un orps de nombres, l'égalité µ̂max
(
Sℓα(E)
)
= ℓµ̂max(E)
est en général fausse, même asymptotiquement lorsque ℓ → +∞ ou même si E et
α sont hermitiens. En eet l'estimation asymptotique log γn,ℓ ∼
ℓ→+∞
(Hn − 1)ℓ et
le lemme 7.3 entraînent la majoration
µ̂n(F ) +
1
2
(Hm − 1) ≤ 1
D
log∆(E) + lim inf
ℓ→+∞
µ̂max
(
Sℓ(E)
)
ℓ
,
vraie pour tout sous-bré adélique F ⊆ E de dimension m ≥ 1. Aussi, lorsque la
pente maximale de E est atteinte pour un bré F de dimension ≥ 2 (par exemple
lorsque E est semi-stable) et si E est hermitien (∆(E) = 1), on a
µ̂max(E) < lim inf
ℓ→+∞
µ̂max
(
Sℓ(E)
)
ℓ
·
Ces propriétés des pentes et pentes maximales des puissanes symétriques de
E se transmettent aux brés des setions globales des puissanes tensorielles du
faiseau anonique O(1) de l'espae projetif P(E).
Plus préisément, soit E un bré vetoriel adélique sur Spec k de dimension n ≥
1. On note P(E) le shéma ProjS(E) de morphisme strutural π : P(E)→ Spec k
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et O(1) le bré en droites universel sur P(E). Pour toute plae v de k et tout point
x ∈ P(E)(Cv), la surjetion anonique π∗E ։ O(1) onfère une métrique ‖.‖v,x
à la bre O(1)x par quotient. Et plus généralement, pour ℓ ∈ N \ {0}, on note
‖.‖v,x,ℓ la norme induite sur O(ℓ)x = O(1)⊗ℓx . En une plae arhimédienne v de
k, une mesure de Haar sur le groupe loalement ompat (E ⊗k Cv,+) induit une
mesure sur l'ouvert (E ⊗k Cv) \ {0}, qui est un espae homogène sous l'ation du
groupe multipliatif C∗v. On obtient de la sorte une unique mesure de probabilité
µE,v sur P(E ⊗k Cv) ≃ ((E ⊗k Cv) \ {0})/C∗v. On peut munir alors le k-espae
vetoriel Eℓ des setions globales H
0(P(E),O(ℓ)) d'une struture de bré adélique
hermitien sur Spec k en onsidérant les normes suivantes. Étant donné une plae v
de k et un élément s de Eℓ ⊗k Cv, on pose
‖s‖Eℓ,v :=
supx∈P(E)(Cv) ‖s(x)‖v,x,ℓ si v est ultramétrique,(∫
P(E)(Cv)
‖s(x)‖2v,x,ℓ dµE,v(x)
)1/2
si v est arhimédienne.
Aux plaes arhimédiennes le hoix peut sembler arbitraire mais il assure la om-
patibilité ave la littérature arakelovienne dans le as où E est hermitien.
Lemme 7.6 (Lemme 4.3.6 de [4℄). Soit E un bré adélique hermitien sur Spec k
et ℓ un entier ≥ 1. L'isomorphisme anonique H0(P(E),O(ℓ)) ∼−→ Sℓ(E) induit
une isométrie sur les Cv-espaes vetoriels orrespondants si v est ultramétrique et
une similitude de rapport
(
n−1+ℓ
ℓ
)1/2
si v est arhimédienne.
Autrement dit, si an,ℓ désigne l'idèle (
(
n−1+ℓ
ℓ
)1/2
, . . . ,
(
n−1+ℓ
ℓ
)1/2
, 1, . . . , 1, . . .)
alors Sℓ(E) s'identie à an,ℓ.Eℓ (au sens de la page 19, ave an,ℓ vu omme une ho-
mothétie de E⊗kA). Ce lemme peut se démontrer en expliitant la norme ‖s(x)‖v,x,ℓ
ave des oordonnées. Le hoix d'une base (X1, . . . , Xn) de E1 ≃ E permet d'érire
s omme un polynme P en les variables Xi et si l'on désigne par (x1, . . . , xn) ∈ Cnv
les oordonnées de x dans ette base, on a la relation
‖s(x)‖v,x,ℓ = |P (x1, . . . , xn)|v‖x‖ℓE,v
·
On peut alors aluler les intégrales i-dessus lorsque v est arhimédienne et si la
norme ‖.‖E,v est hermitienne.
Proposition 7.7. Pour tout bré vetoriel adélique E sur Spec k et tout entier
ℓ ≥ 1, la pente normalisée du bré adélique hermitien Eℓ vérie∣∣∣∣µ̂n(Eℓ)− ℓµ̂n(E)− δ2 log
((
n− 1 + ℓ
ℓ
)
γn,ℓ
)∣∣∣∣ ≤ ℓD log∆(E) ·
Quant à la pente maximale de Eℓ, la quantité
µ̂max(Eℓ)− ℓµ̂max(E)− δ
2
log
(
n− 1 + ℓ
ℓ
)
est omprise entre − ℓD log∆(E) et ℓ
(
2δn logn+ 1D log∆(E)
)
.
Démonstration. Dans le as hermitien, ette proposition est une simple onséquene
du théorème 7.1 et du lemme 7.3 ar Eℓ = a
−1
n,ℓ.S
ℓ(E). Une fois e as établi, le
as général s'obtient en onsidérant le bré Eε (voir (28)). Il faut observer que les
normes sur Eℓ données par elles de Eε et E vérient des inégalités du même type
que (28), à savoir que, pour tout sous espae vetoriel E′ de Eℓ, on a
(E′, (|.|(Eε)ℓ,v)v)  (E′, (‖.‖Eℓ,v)v) 
(
E′,
((
d(E ⊗k kv, ℓ2n,kv)(1 + ε)
)ℓ |.|(Eε)ℓ,v)
v
)
·

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Ce dernier énoné ore une transition vers la géométrie algébrique et la géométrie
diophantienne, domaines dans lesquels le formalisme des pentes trouve probable-
ment sa raison d'être.
8. Perspetives géométriques
Comme nous l'avons déjà mentionné dans l'introdution, le formalisme des pentes
adéliques a des appliations en géométrie diophantienne. Dans e dernier para-
graphe, nous souhaitons donner quelques pistes pour mieux omprendre l'usage que
l'on peut faire de es pentes dans un problème diophantien de nature géométrique.
Dans ette optique, l'inégalité
(54) µ̂n(E) ≤
N∑
i=1
dim(Ei/Ei+1)
n
{
µ̂max(Gi) + h(Ei, Gi;ϕi)
}
+
1
D
log vr(E)
de la proposition 6.6 joue un rle important même si elle n'est nalement qu'une
version savante de la formule du produit, ou de e que l'on appelle en Transendane
l'inégalité de Liouville. Quoi qu'il en soit, elle est l'axe autour duquel s'artiule la
méthode des pentes, méthode onçue par J.-B. Bost [6℄ et utilisée par exemple
dans les artiles [16, 18, 19, 39℄. Dans un ontexte géométrique, les objets E,Gi, ϕ
sont souvent hoisis de la manière suivante. On onsidère une variété projetive
X sur un orps global k et L → X un bré en droites ample sur X . On pose
E := H0(X,L⊗m) l'espae vetoriel des setions globales d'une puissane entière
m de L. On se donne également un sous-shéma fermé Σ de X , ni, omposé
de points épaissis de X(k) dans ertaines diretions à divers ordres. Un point de
Σ proède d'un triplet onstitué d'un point k-rationnel x de X , d'une diretion
d'épaississement (p. ex. ela peut être un sous-espae vetoriel de l'espae tangent
tX,x à X au point x) et d'un ordre de dérivation. L'objetif de la méthode des
pentes est de dégager quelques propriétés diophantiennes de Σ. Typiquement, on
dispose d'un ertain nombres de points omplexes de X dont on herhe à prouver
la transendane. On les suppose algébriques et on forme un shéma Σ ave ette
hypothèse. L'appliation linéaire ϕ est le morphisme d'évaluation qui à une setion
s ∈ E assoie la restrition s|Σ de s à Σ. La ltration (Fi)i∈{0,...,N} de F :=
H0(Σ, L⊗m|Σ ) est hoisie de manière à annuler suessivement les points de Σ et les
ordres de dérivations orrespondants. L'espae quotient Gi s'identie à un sous-
espae de Sℓ(tvX,x)⊗x∗L⊗m où ℓ ∈ N et x ∈ Σ. An de mettre en ÷uvre l'inégalité
de pentes (54), il faut hoisir des strutures adéliques sur E et les Gi, susamment
appropriées pour que la pente normalisée µ̂n(E), la pente maximale µ̂max(tvX,x) et
le degré normalisé d̂egnx
∗L puissent être évalués en fontion d'invariants attahés
à X,L, x. Nous allons détailler ela dans un instant. Soulignons auparavant que,
pour espérer obtenir quelques informations sur Σ, il importe en général d'avoir des
données rendues dynamiques par l'introdution de paramètres tels que l'entier m
dans la dénition de E ou bien eux qui sont dissimulés dans la dénition de Σ
(ordres d'annulations en haque point x).
Revenons maintenant sur le hoix des métriques. Pour e qui est de l'espae
tangent tX,x, on peut le munir d'une struture entière provenant d'un modèle (X→
SpecOk, εx : SpecOk → X) de (X, x), lisse en εx, où Ok désigne l'anneau des entiers
de k. Aux plaes arhimédiennes v de k, la première forme de Chern c1(Lv) du bré
ample Lv → X × SpecCv, induit par L, fournit des métriques hermitiennes sur
tX,x ⊗k Cv.
En e qui onerne les strutures adéliques de E et de x∗L, on peut distinguer
deux éoles : soit l'on hoisit ave soin les métriques pour en obtenir de anoniques
et l'on alule alors expliitement les quantités µ̂n(E) et d̂egnx
∗L (ette dernière
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étant alors une hauteur anonique de x) ; soit, a ontrario, on opte pour une très
grande souplesse dans le hoix des métriques, ave le minimum de ontraintes, et
l'on se ontente de formules asymptotiques pour es quantités ave L remplaé
par L⊗m et m → +∞. D'une manière générale, la première option est elle qui
prédomine en géométrie d'Arakelov. Mentionnons, à titre d'exemple, le as d'une
variété abélienne X sur un orps de nombres k, munie d'un bré en droites L ample
et symétrique. En s'appuyant sur les travaux de L. Moret-Bailly, J.-B. Bost a montré
omment hoisir un modèle dit ubiste de (X,L,Σ) an de aluler expliitement
la pente normalisée de H0(X,L) en termes de la hauteur de Faltings hF (X) de X
et du degré géométrique degLX ; la formule exate est
µ̂n(H0(X,L)) = −1
2
hF (X) +
1
4
log
degLX
(2π)dd!
(d := dimkX) .
Dans e as le degré normalisé d̂egnx
∗L est la hauteur de Néron-Tate de x relative
à L (voir le théorème 5.10 de [5℄). Toutefois les hoix des métriques et les aluls qui
en déoulent sont assez déliats, utilisant des résultats profonds omme le théorème
de Riemann-Roh arithmétique. Aussi  lorsque le problème s'y prête  il est par-
fois préférable de se ontenter de formules asymptotiques pour µ̂n(H0(X,L⊗m)),
lorsque m → +∞ (théorème de Hilbert-Samuel arithmétio-géométrique). D'au-
tant plus, peut-être, depuis la parution du mémoire de R. Rumely, C.F. Lau &
R. Varley [28℄ qui fournit un énoné de e type, sous des hypothèses très faibles.
Pour mieux omprendre de quoi il s'agit, nous allons énoner le résultat prini-
pal de [28℄ (théorème (A) p. 4) ave des hypothèses un peu plus fortes (p. ex.
nous prenons des normes au lieu de semi-normes). Ce résultat donne une illustra-
tion de la manière ave laquelle on proède pour donner une struture adélique à
H0(X,L⊗m) et x∗L et d'un alul de pente normalisée non trivial. Étant donné une
plae v de k et x ∈ X(Cv), on onsidère une norme ‖.‖L,v,x sur la bre Lx ⊗k Cv,
invariante sous l'ation de Gal(Cv/kv), norme que l'on transmet à L
⊗m
x ⊗k Cv
par produit tensoriel. On suppose que, pour tout x ∈ X(k), pour tout élément
e ∈ Lx \ {0}, on a ‖e‖L,v,x = 1 pour toute plae v en dehors d'un nombre ni.
Pour s ∈ H0(X,L⊗m)⊗kCv, on pose alors ‖s‖v := supx∈X(Cv) ‖s(x)‖L⊗m,v,x. Cela
dénit une struture adélique sur H0(X,L⊗m) dès lors que ‖s‖v est toujours ni
et même un peu plus, à savoir que si s 6= 0 et pour toute plae v en dehors d'un
ensemble ni (qui peut dépendre de s), on requiert ‖s‖v = 1. Là enore, le hoix
des normes ‖.‖L,v,x aux plaes ultramétriques v de k peut se faire au moyen d'un
modèle entier (X,L) sur SpecOk de (X,L) (voir op. it.).
Théorème [28℄ . Soit X une variété projetive sur un orps global k. On suppose
que X est équidimensionnelle et géométriquement réduite. Soit L → X un bré
en droites ample, muni de métriques omme i-dessus, onférant à H0(X,L⊗m)
une struture de bré vetoriel adélique, pour tout entier m ≥ 1. Alors il existe un
élément hL(X) ∈ R ∪ {+∞} tel que
(55)
1
m
µ̂n(H0(X,L⊗m)) −→
m→+∞
hL(X),
élément qui s'exprime en fontion de la apaité setionnelle Sγ(L) de L par la
formule
hL(X) = −
logSγ(L)
D(d+ 1) degLX
(d = dimkX, D = [k : k0]).
Nous avons noté à dessein hL(X) la limite i-dessus ar, lorsqu'elle est nie (et
l'on onnaît un ritère pour que e soit le as, ibid.), les propriétés de la apaité
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setionnelle font que ette quantité se omporte eetivement omme une hauteur
anonique de X relativement à L (voir [11, 41℄ ainsi que le théorème (B) de [28℄).
Lorsque X est une variété abélienne sur un orps de nombres et L un bré en
droites ubiste, on a hL(X) = 0. On peut observer que l'utilisation onjointe d'un
résultat asymptotique tel que (55) et de l'inégalité de pentes (54) n'est pas entravée
par la présene du terme d'erreur
1
D log vr(H
0(X,L⊗m)), logarithmique en m et
don négligeable devant m.
Annexe
Nous établissons l'estimation asymptotique suivante, mentionnée au para-
graphe 7.
Proposition . Soit n, ℓ ∈ N\{0} et γn,ℓ le nombre réel positif déni par la formule
log γn,ℓ =
1(
ℓ+n−1
n−1
) ∑
i∈Nn
|i|=ℓ
log
ℓ!
i!
·
Posons Hn :=
∑n
i=1 1/i. Alors, lorsque n est xé et ℓ tend vers +∞, on a
log γn,ℓ = (Hn − 1)(ℓ+ o(ℓ)) .
Démonstration. Le as n = 1 est immédiat et l'on suppose n ≥ 2 pour ette dé-
monstration. Notons i1, . . . , in les omposantes de i ∈ Nn. Soit f : [0,+∞[→ R la
fontion ontinue dénie par f(0) = 0 et, si x > 0, f(x) = −x log x. En vertu
de la formule de Stirling, rappelée au bas de la page 7, le terme log ℓ!
i! s'érit∑n
h=1 f(ih/ℓ) + O(log ℓ). On a alors
log γn,ℓ
ℓ(n− 1)! ∼ℓ→∞
1
ℓn−1
∑
|i|=ℓ
n∑
h=1
f
(
ih
ℓ
)
·
On reonnaît pour le membre de droite la somme
1
ℓn−1
∑
j∈Nn−1
|j|≤ℓ
{
f
(
j1
ℓ
)
+ · · ·+ f
(
jn−1
ℓ
)
+ f
(
1−
n−1∑
h=1
jh
ℓ
)}
,
qui est une somme de Riemann (n− 1)-dimensionnelle onvergeant vers l'intégrale
(56)
∫
Ω
(f(x1) + · · ·+ f(xn−1) + f(1− x1 − · · · − xn−1)) dx1 . . .dxn−1
sur l'ouvert Ω := {(x1, . . . , xn−1) ∈ ]0,+∞[n−1; x1+ · · ·+xn−1 < 1}. Par symétrie,
les intégrales
∫
Ω
f(xi), 1 ≤ i ≤ n−1, sont toutes égales. Par hangement de variable
y := 1 − x1 − · · · − xn−1, qui ne hange pas le domaine Ω, la dernière intégrande
de (56) peut être remplaée par f(xn−1), et l'intégrale (56) vaut alors
n
∫
Ω
f(xn−1) dx1 . . . dxn−1 = n
∫ 1
0
f(u) vol(x1 + · · ·+ xn−2 ≤ 1− u) du
=
n vol(b1n−2)
2n−2
∫ 1
0
(1− u)n−2f(u) du
(ii vol est la mesure de Lebesgue sur Rn−2). La formule (4) donne
n vol(b1n−2)/2
n−2 = n/(n − 2)!. Et la dernière intégrale se alule au moyen de
deux intégrations par partie (en observant que
∫ 1
0
1−un
1−u du = Hn). On trouve∫ 1
0 (1 − u)n−2f(u) du = 1n(n−1) (Hn − 1), e qui permet de onlure. 
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Cette démonstration revêt un aratère ad ho. Ave une analyse du terme reste
de la somme de Riemann en fontion de la première dérivée de f , on peut montrer
que log γn,ℓ = (Hn − 1)ℓ+O(log ℓ). Une vision plus savante et inspirée de e genre
de aluls se trouve dans la thèse de H. Randriambololona, dans laquelle le leteur
pourra trouver une évaluation asymptotique à un ordre quelonque de (variantes
de) log γn,ℓ et d'autres quantités d'origine géométrique, plus générales (voir [24℄,
hapitre 4, proposition 4.2.3 et supra).
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